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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

» énonceé : exprime des propriétés sur des objets

exemple :
«2<3et3=7+2»

objets : 2, 3,7, 7+2
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

» énonceé : exprime des propriétés sur des objets

exemple :
«2<3et3=7+2»

objets : 2, 3,7, 7+2
propriétés : <, =
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

» énonceé : exprime des propriétés sur des objets

exemple :
« le tableau d’entiers tab est trié dans l'ordre croissant »

objet : tab
propriété : étre trié dans l'ordre croissant
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«vrais » ou « faux »

» énonceé : exprime des propriétés sur des objets

exemple :
« Si le soleil brille, alors tous les étudiants sont heureux. »

objets : le soleil, les étudiants
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

» énonceé : exprime des propriétés sur des objets

exemple :
« Si le soleil brille, alors tous les étudiants sont heureux. »

objets : le soleil, les étudiants
propriétés : briller, étre heureux

Cours 1 Langages logiques
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques qui
peuvent étre obtenues & partir :

» d’énoncés atomiques : les formules atomiques
(a prioriindépendants les uns des autres)

exemples :2 < 3, le soleil brille
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«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques qui
peuvent étre obtenues & partir :

» d’énoncés atomiques : les formules atomiques
» de connecteurs logiques (et, ou, etc.)

exemple : 2<3et3=7+2
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques qui
peuvent étre obtenues & partir :

» d’énoncés atomiques : les formules atomiques
» de connecteurs logiques (et, ou, etc.)
» de quantificateurs (pour-tout, il-existe)
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques qui
peuvent étre obtenues & partir :

» d’énoncés atomiques : les formules atomiques
» de connecteurs logiques (et, ou, etc.)
» de quantificateurs (pour-tout, il-existe)

exemple : « tous les étudiants sont heureux »

Cours 1 Langages logiques
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Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques

@ il existe plusieurs langages logiques offrant un pouvoir d’expression plus
ou moins grand selon les constructions qu’ils permettent
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage logique

@ permet d’exprimer des énoncés — des assertions — qui peuvent étre
«vrais » ou « faux »

@ les « phrases » d'un langage logique sont les formules logiques

@ il existe plusieurs langages logiques offrant un pouvoir d’expression plus
ou moins grand selon les constructions qu’ils permettent
dans ce cours on distingue :

» les langages logiques sans variable
» les langages logiques avec variable

Cours 1 Langages logiques
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

symbole | énoncé
Po Il pleut
P Socrate suit un cours de logique
P2 Socrate lit ses messages sur son smartphone
Ps Socrate comprend la logique
Pa 2<5
Ps 3=2+5

exemples :
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

symbole | énoncé
Po Il pleut
P Socrate suit un cours de logique
P2 Socrate lit ses messages sur son smartphone
Ps Socrate comprend la logique
Pa 2<5
Ps 3=2+5
Po = {Po, P1, P2, P3, Pa, Ps}

exemples :
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

symbole | énoncé
Po Il pleut
P Socrate suit un cours de logique
P2 Socrate lit ses messages sur son smartphone
Ps Socrate comprend la logique
Pa 2<5
Ps 3=2+5

exemples :

» énoncés a prioriindépendants : Socrate peut trés bien suivre un
cours de logique sans lire ses messages sur son smartphone,
comme il n’est pas impossible qu'il comprenne la logique en lisant
ses messages sur son smartphone
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@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ exemple: my tab= [2]5]6]9]
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» énoncé atomique représenté par un symbole p

p désigne I'énoncé « le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre
croissant »
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »
» énoncé atomique représenté par un symbole p

p désigne I'énoncé « le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre
croissant »

Po = {p}

Cours 1 Langages logiques
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» énoncé représenté par une conjonction d’énoncés atomiques

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 3/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» énoncé représenté par une conjonction d’énoncés atomiques
pi | I'élément 2 est inférieur ou égal a I'élément 5
po | I'élément5 est inférieur ou égal a I'éléement 6
ps | I'élément 6 est inférieur ou égal a I'élément 9
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» énoncé représenté par une conjonction d’énoncés atomiques
pi | I'élément 2 est inférieur ou égal a I'élément 5
po | I'élément5 est inférieur ou égal a I'éléement 6
ps | I'élément 6 est inférieur ou égal a I'élément 9

Po = {p1,p2,P3}

Cours 1 Langages logiques
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» énoncé représenté par une conjonction d’énoncés atomiques
pi | I'élément 2 est inférieur ou égal a I'élément 5
po | I'élément5 est inférieur ou égal a I'éléement 6
ps | I'élément 6 est inférieur ou égal a I'élément 9
énoncés atomiques
T T T
pr et po et ps
1 1

connecteur logique « et »
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques
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Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques
symbole | énoncé
ol Socrate suit un cours de logique
P4 2<5
ps 3=2+5
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Langages logiques

Langage sans variable

Logique des propositions

Langage avec variables

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques

symbole | énoncé
ol Socrate suit un cours de logique
P4 2<5
Ps 3=2+5

» on ne prend pas en compte que I'’énoncé Socrate suit un cours de
logique peut se décomposer en un sujet (Socrate) et un prédicat
(suit un cours de logique)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques

Langage sans variable

Logique des propositions

Langage avec variables

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques

symbole | énoncé
Pi Socrate suit un cours de logique
P4 2<5
Ps 3=2+5

» on ne prend pas en compte que I'’énoncé Socrate suit un cours de
logique peut se décomposer en un sujet (Socrate) et un prédicat
(suit un cours de logique)

» 5 ne désigne pas nécessairement le méme objet dans les énoncés
2<5et3=2+5

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques
symbole | énoncé
Pi Socrate suit un cours de logique
P4 2<5
ps 3=2+5

» on ne prend pas en compte que I'’énoncé Socrate suit un cours de
logique peut se décomposer en un sujet (Socrate) et un prédicat
(suit un cours de logique)

» 5 ne désigne pas nécessairement le méme objet dans les énoncés
2<5et3=2+5

» |la «valeur de vérité » de 2 < 5 et 3 =2 + 5 ne dépend pas de
l'interprétationde 2, 3,5, < et + ... on peut seulement décider
que ces énoncés sont « vrais » ou « faux »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des propositions

@ les énoncés atomiques sont désignés par des symboles de
proposition

» Po : ensemble des symboles de proposition

@ P, : langage des énonceés atomiques

» enrichir le langage des énoncés atomiques :
* définition d’'un langage pour désigner les objets de I'univers du
discours : langage de termes

* introduction d’'un ensemble de symboles de prédicat pour désigner
les propriétés

Cours 1 Langages logiques
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Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique
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Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
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Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

Cours 1 Langages logiques
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Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

» peut se décomposer en :
un objet : Socrate

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

» peut se décomposer en :

un objet : Socrate
un prédicat unaire : suit_un_cours_de_logique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

» peut se décomposer en :

un objet : Socrate
un prédicat unaire : suit_un_cours_de_logique
formule atomique : suit_un_cours_de_logique(Socrate)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

» peut se décomposer en :

un objet : Socrate
un prédicat unaire : suit_un_cours_de_logique
formule atomique : suit_un_cours_de_logique(Socrate)

‘P1 : sous-ensemble de P contenant les symboles de prédicat unaire

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :«2 <5»

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple :«2 <5»

» peut se décomposer en :
un prédicat binaire : <

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple :«2 <5»

» peut se décomposer en :
un prédicat binaire : <
appliqué sur les objets 2 et 5

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple :«2 <5»

» peut se décomposer en :
un prédicat binaire : <
appliqué sur les objets 2 et 5
formule atomique : < (2,5)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple :«2 <5»

» peut se décomposer en :
un prédicat binaire : <
appliqué sur les objets 2 et 5
formule atomique : < (2,5)

P- : sous-ensemble de P contenant les symboles de prédicat binaire

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» peut se décomposer en :
une conjonction de formules atomiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» peut se décomposer en :

une conjonction de formules atomiques
composeées de I'application du prédicat binaire <

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» peut se décomposer en :

une conjonction de formules atomiques
composeées de I'application du prédicat binaire <
sur les objets 2 et5,5et6,et6 et 9

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple: my tab= [2]5]6]9]

« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» peut se décomposer en :
une conjonction de formules atomiques
composeées de I'application du prédicat binaire <
sur les objets 2 et5,5et6,et6 et 9
formule logique :

formules atomiques

/! )
<(2,5) et <(56) et <(6,9)
{ {

connecteur logique « et »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2]5]6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »
» formule logique :< (2,5) et < (5,6) et < (6,9)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» formule logique :< (2,5) et < (5,6) et < (6,9)
» ne pas dépendre des valeurs particulieres 2, 5,6 et 97
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

» formule logique :< (2,5) et < (5,6) et < (6,9)
» ne pas dépendre des valeurs particulieres 2, 5,6 et 97
» « Uun tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat
@ exemple: my tab= [2[5][6]9]
« le tableau d’entiers my_tab est trié par ordre croissant »

formule logique :< (2,5) et < (5,6) et < (6,9)

ne pas dépendre des valeurs particulieres 2, 5,6 et 97?

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »
expliciter le lien entre le tableau my_tab et les éléments 2, 5,6 et 9

vV vYyVvyy

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

» pos est un symbole de fonction binaire
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

» pos est un symbole de fonction binaire

* qui s’applique sur deux objets : un tableau (ici {) et un entier (ici 0, 1,
2et3)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

» pos est un symbole de fonction binaire

* qui s’applique sur deux objets : un tableau (ici {) et un entier (ici 0, 1,
2et3)

* permet de désigner un objet : pos(t, i) est le i-iéme élément du
tableau t

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 418



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables
Logique des prédicats

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les objets sur lesquels il s’applique

» P : ensemble des symboles de prédicat

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

» pos est un symbole de fonction binaire
* qui s’applique sur deux objets : un tableau (ici {) et un entier (ici 0, 1,

2et3)
* permet de désigner un objet : pos(t, i) est le i-iéme élément du

tableau t
< (pos(ts,0), pos(ts, 1)) et < (pos(ts, 1), pos(ls,2)) et < (pos(l,?2), pos(t,3))

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :
» des noms d’objets/individus Socrate, 1, 2, 3, 5 : les constantes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des noms d’objets/individus Socrate, 1, 2, 3, 5 : les constantes
» des fonctions appliquées

* 3 des constantes +(2,5), pos(is,0)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des noms d’objets/individus Socrate, 1, 2, 3, 5 : les constantes
» des fonctions appliquées
* 3 des constantes +(2,5), pos(is,0)
* ou plus généralement des fonctions appliquées a d’autres termes
+(+(2,5),3), pos(ts, +(0, 1))

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des noms d’objets/individus Socrate, 1, 2, 3, 5 : les constantes
» des fonctions appliquées

* 3 des constantes +(2,5), pos(is,0)
* ou plus généralement des fonctions appliquées a d’autres termes
+(+(2,5),3), pos(ts, +(0, 1))

@ définition inductive des termes

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
» F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : entiers de Peano
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : entiers de Peano
» Z (pour zéro) est un entier de Peano

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F = JFp : ensemble de symboles de constantes et de fonction

Fo = {Z} contient les symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : entiers de Peano

» Z (pour zéro) est un entier de Peano
* Z est un symbole de constante (c’est un terme)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
» F = JFp : ensemble de symboles de constantes et de fonction

Fo = {Z} contient les symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : entiers de Peano
» Z (pour zéro) est un entier de Peano

* Z est un symbole de constante (c’est un terme)

» si nestun entier de Peano, alors S(n) (le successeur de n) est un
entier de Peano

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable

Langage de termes

Langage avec variables

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
» F = Fp U Fy : ensemble de symboles de constantes et de fonction
Fo = {Z} contient les symboles de constante
Fi1 = {S} contient les symboles de fonction d’arité 1
@ exemple : entiers de Peano

» Z (pour zéro) est un entier de Peano
* Z est un symbole de constante (c’est un terme)

» si n est un entier de Peano, alors S(n) (le successeur de n) est un
entier de Peano

* S est un symbole de fonction d’arité 1 (il s’applique sur un terme pour
construire le terme S(n) )

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 5/18



Langages logiques Langage sans variable

Langage de termes

Langage avec variables

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F = Fp U Fy : ensemble de symboles de constantes et de fonction

Fo = {Z} contient les symboles de constante
Fi1 = {S} contient les symboles de fonction d’arité 1

@ exemple : entiers de Peano

0o 1 2 n
Z S S S
| | — arbre dont chaque nceud a au plus un fils
zZ S S — constante Z : feuille de I'arbre
| | — chaque nceud étiqueté par S
z : a exactement 1 fils
S
|
z

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F = JFp : ensemble de symboles de constantes et de fonction

Fo = Z contient les symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)

» les entiers relatifs sont des expressions arithmétiques
* si k € Z, alors k est un terme (constante)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable

Langage de termes

Langage avec variables

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F = Fp U JFs : ensemble de symboles de constantes et de fonction
Fo = Z contient les symboles de constante
F2 = {+,—, x, /} contient les symboles de fonction d’arité 2
@ exemple : expressions arithmétiques (simples)

» les entiers relatifs sont des expressions arithmétiques
* si k € Z, alors k est un terme (constante)
» si e et e; sont des expressions arithmétiques, alors ey + e,
e — e, 61 X 6 et er/e sont des expressions arithmétiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable

Langage de termes

Langage avec variables

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F = Fp U Fo : ensemble de symboles de constantes et de fonction
Fo = Z contient les symboles de constante
F2 = {+,—, x, /} contient les symboles de fonction d’arité 2

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)

_/+\_
8/\2 4/\1

— arbre dont chaque noeud a 0 ou 2 fils
— feuilles de I'arbre : constantes dans Z
68-2)+(4-1) — chaque nceud étiqueté par +, —, x et /
a exactement 2 fils

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FUF U UFU- = Un>0 Fn ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FUF U UFU- = Un>0 Fn ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable
» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
» F=FoUFUFUF3U--- =, Fn ensemble de symboles

Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable

» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)
» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7o(F), alors
f(ti,-- -, tn) est un terme dans 7o(F)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FUF U UFU- = Un>0 Fn ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable

» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)
» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7o(F), alors
f(ti,-- -, tn) est un terme dans 7o(F)

@ unterme t € To(F) peut étre vu comme un arbre
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FUF U UFU- = Un>0 Fn ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable

» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)
» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7o(F), alors
f(ty,--- ,tn) est un terme dans To(F)

@ unterme t € To(F) peut étre vu comme un arbre
» |es feuilles sont étiquetées par des éléments de F
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FUF U UFU- = Un>0 Fn ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable

» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)
» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7o(F), alors
f(ty,--- ,tn) est un terme dans To(F)

@ unterme t € To(F) peut étre vu comme un arbre

» |es feuilles sont étiquetées par des éléments de F
» chaque nceud étiqueté par un élément de F, a exactement n fils

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

» F=FoUF1UFUFU- - =J,5q Fn ensemble de symboles

Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7,(F) des termes sans variable

» toute constante k € Fy est un terme dans 7y (F)
» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7o(F), alors
f(ty,--- ,tn) est un terme dans To(F)

les définitions des entiers de Peano et des expressions arithmétiques sont des
particularisations de la définition générale de I'ensemble 7o(F) des termes (en
prenant en compte I'ensemble F)

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 5/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P :ensemble des symboles de prédicat
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P :ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « il pleut »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P :ensemble des symboles de prédicat

@ exemple : « il pleut »
» prédicat il_pleut sans argument
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P = Py : ensemble des symboles de prédicat
Py contient les symboles de proposition

@ exemple : « il pleut »

» prédicat il_pleut sans argument
» symbole de proposition (prédicat d’arité 0)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P = Py : ensemble des symboles de prédicat
Py contient les symboles de proposition

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P =Py U Pq:ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘P1 contient les symboles de prédicat d’arité 1

@ exemple : « Socrate suit un cours de logique »
» prédicat d’arité 1 : suit_un_cours_de_logique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P =Py U Pq:ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘P1 contient les symboles de prédicat d’arité 1

@ exemple : «2 <3+9»

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable

Langage des formules atomiques

Langage avec variables

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique
» P =Py UP;UPs,:ensemble des symboles de prédicat
Py contient les symboles de proposition

‘P1 contient les symboles de prédicat d’arité 1
P- contient les symboles de prédicat d’arité 2

@ exemple : «2 <3+9»

» prédicat d’arité 2 : <
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P=PyUPiUPoU--- :ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘Pn contient les symboles de prédicat d’arité n
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P=PyUPiUPoU--- :ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘Pn contient les symboles de prédicat d’arité n

@ ensemble Ly(F,P) des formules atomiques sans variable

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P=PyUPiUPoU--- :ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘Pn contient les symboles de prédicat d’arité n

@ ensemble Ly(F,P) des formules atomiques sans variable
» les symboles de P, sont des formules atomiques de Lo(F,P)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

» P=PyUPiUPoU--- :ensemble des symboles de prédicat

Py contient les symboles de proposition
‘Pn contient les symboles de prédicat d’arité n

@ ensemble Ly(F,P) des formules atomiques sans variable

» les symboles de P, sont des formules atomiques de Lo(F,P)

» si p est un symbole de prédicat d’'arité n (p € P,) etsity,--- .ty
sont des termes dans To(F) alors p(ti, - - - , t;) est une formule
atomique de Lo(F, P)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

» — :négation
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

» — :négation
» = :implication
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules
» — :négation
» = :implication
» A :conjonction (et)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si Socrate ne lit pas ses messages sur son smartphone et
qu'’il suit un cours de logique, alors il comprend la logique. »

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si Socrate ne lit pas ses messages sur son smartphone et
qu'’il suit un cours de logique, alors il comprend la logique. »

formule | énoncé
Fi Socrate suit un cours de logique
F Socrate lit ses messages sur son smartphone
Fs Socrate comprend la logique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules
- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)

vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si Socrate ne lit pas ses messages sur son smartphone et
qu'’il suit un cours de logique, alors il comprend la logique. »

formule | énoncé
Fi Socrate suit un cours de logique
F Socrate lit ses messages sur son smartphone
Fs Socrate comprend la logique

(ﬁFg AN F1) = F3

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si il ne pleut pas et que je suis en vacances, alors je vais a
la plage ou je fais de la logique. »

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si il ne pleut pas et que je suis en vacances, alors je vais a
la plage ou je fais de la logique. »

(—|F1 AN Fz) = (F3 V F4)

Fi | il pleut F> | je suis en vacances
F3 | je vais a la plage || F4 | je fais de la logique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ exemple : « Si il ne pleut pas et que je suis en vacances, alors je vais a
la plage ou je fais de la logique. »

(=F1 A F2) = (F3 Vv Fy)
arbre de syntaxe abstraite (AST : Abstract Syntax Tree)
A — N T Y,
S A, A O A
;
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Connecteurs logiques

@ Connecteur : construction d’'une formule a partir d’autres formules

- : négation

= ! implication

A : conjonction (et)
vV : disjonction (ou)

vV vy Vvyy

@ raccourci : on écrit Fy < F, pour exprimer (Fiy = Fo) A (Fo = Fq)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique
» true et false sont des formules logiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

toutes les formules logiques sont obtenues en appliquant un nombre fini
de fois ces regles de construction

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

» toute formule atomique de Lo(F, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

@ on omet souvent certaines parenthéses « inutiles »

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 8/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

v

toute formule atomique de Lo (F, P) est une formule logique

true et false sont des formules logiques

si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A F2), (F1 V F2) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

v

v

v

@ on omet souvent certaines parenthéses « inutiles »

» syntaxe concréte : on utilise des parenthéses pour indiquer sur
quelles formules portent les connecteurs logiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble Fy(F, P) des formules logiques
sans variable

v

toute formule atomique de Lo (F, P) est une formule logique

true et false sont des formules logiques

si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A F2), (F1 V F2) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

v

v

v

@ on omet souvent certaines parenthéses « inutiles »

» syntaxe concréte : on utilise des parenthéses pour indiquer sur
quelles formules portent les connecteurs logiques

» arbre de syntaxe abstraite : les formules sont représentées par
des arbres et ne contiennent pas de parenthéses
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
0 1 2 3
ts = | pos(ts,0) [ pos(ts, 1) | pos(ts,2) | pos(ts,3) |

« un tableau t, contenant 4 entiers est trié par ordre croissant »

< (pos(ts,0), pos(ts,1)) et < (pos(ts, 1), pos(ts,2)) et < (pos(ts,?2), pos(ts,3))

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »

» < (pOS(tgg, O)a pOS(tgg, 1 )) ARERVANS (pOS(tgg, 97)3 pOS(tgg, 98))

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »

> < (pos(lgg, 0), p0os(tgg, 1)) A - -+ A < (poS(teg, 97), POS(lag, 98))
=97

> ,/\0 < (Pos(tega)vpos(bg,))
=

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »

> < (pos(lgg, 0), p0os(tgg, 1)) A - -+ A < (poS(teg, 97), POS(lag, 98))
i=97

> /\ < (pos(tgg,) pOS(tgg,))
> pour tout /,

si < (0,]7 ) et < ( 97), alors < pos(tgg,l) pos tgg,)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »
> < (pos(lgg, 0), p0os(tgg, 1)) A - -+ A < (poS(teg, 97), POS(lag, 98))

> i/\ < (pos(tgg,) pOS(tgg,))

> pour tout /,

si < (0,[i]) et < (i}, 97), alors < (pos(ts, | ), pos(tos, [ i + 1))

pour tous les tableaux d’entiers ?

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau tyg contenant 99 entiers est trié par ordre croissant »
> < (pos(lgg, 0), p0os(tgg, 1)) A - -+ A < (poS(teg, 97), POS(lag, 98))

> //\ < (pos(tgg,) pOS(tgg,))

> pour tout /,

si < (0,[i]) et < (i}, 97), alors < (pos(ts, | ), pos(tos, [ i + 1))

pour tous les tableaux d’entiers ?
abstraction : ne pas dépendre du nombre d’éléments du tableau

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau d’entiers t est trié par ordre croissant »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau d’entiers t est trié par ordre croissant »

» len(t) : nombre d’éléments du tableau { (len € Fy)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau d’entiers t est trié par ordre croissant »

» len(t) : nombre d’éléments du tableau { (len € Fy)
pour tout t est_trié(t)
si et seulement si
> pour tout
si < (0,i) et < (i,~(len(t),2))
alors < (pos(t, i), pos(t, +(i,1)))

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ exemple :
« un tableau d’entiers t est trié par ordre croissant »
» len(t) : nombre d’éléments du tableau { (len € Fy)

pour tout t est_trié(t)
si et seulement si

> pour tout i
(si < (0,i) et < (i,—(len(t),2)) )

alors < (pos(t, i), pos(t,+(i,1)))

(S0, < (i, —(len(t) 2)))
> Vit est_trle(t)@VI< o < (pos(h i), pos(t, +(i,1))) )

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)

@ exemple :
« un tableau d’entiers t est trié par ordre croissant »
» len(t) : nombre d’éléments du tableau { (len € Fy)

pour tout t est_trié(t)
si et seulement si

> pour tout i
(m < (0,0) et < (i,—(len(t),2)) )

alors < (pos(t, i), pos(t,+(i,1)))

-' - A < (i, —(len(t), 2
> vt est_trié(t) @V/( N (<(§)osgt 5 ;(Jlos(g T((/ )1)))))) )

» et t sont des variables quantifiées (universellement V)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)

@ exemple : « la relation binaire r est réflexive »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)

@ exemple : « la relation binaire r est réflexive »

> VX r(x,x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)

@ exemple : « la relation binaire r est réflexive »

> VX r(x,x)
» quantification universelle devant une formule atomique
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)

@ exemple : « quelqu’un suit un cours de logique »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « quelqu’un suit un cours de logique »

» Jx suit_un_cours_de_logique(x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « quelqu’un suit un cours de logique »

» Jx suit_un_cours_de_logique(x)
» quantification existentielle devant une formule atomique

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « tous les étudiants ont un idéal »

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « tous les étudiants ont un idéal »
» Vx (etudiant(x) = 3y (ideal(y) A ideal_of(y, x)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « tous les étudiants ont un idéal »

» Vx (etudiant(x) = 3y (ideal(y) A ideal_of(y, x)))
» quantifications devant des formules logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « tous les étudiants ont un idéal »

» Vx (etudiant(x) = 3y (ideal(y) A ideal_of(y, x)))
» quantifications devant des formules logiques

arbre de syntaxe abstraite (AST : Abstract Syntax Tree)

VX
|
=
etudiant(x) T Jy
I
/ : \
ideal(y) ideal_of(y, x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « pour tout x qui vérifie p(x), il existe y tel que q(x,y) »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « pour tout x qui vérifie p(x), il existe y tel que q(x,y) »
> VX (p(x) = 3y q(x,y))

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ exemple : « pour tout x qui vérifie p(x), il existe y tel que q(x,y) »

> VX (p(x) = 3y q(x,y))
» spécification de programmes : le programme f prend un argument

x qui vérifie I'nypothése p(x) et retourne un résultat y (qui dépend
de I'argument x) tel que q(x, y) :

vx (p(x) = a(x, f(x)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités : « tout le monde aime quelqu’un »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités : « tout le monde aime quelqu’un »
» il existe quelqu’un que tout le monde aime ?
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités : « tout le monde aime quelqu’un »
» il existe quelqu’un que tout le monde aime ?

Ix Yy aime(y, x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités : « tout le monde aime quelqu’un »
» il existe quelqu’un que tout le monde aime ?

Ix Yy aime(y, x)

» pour chaque personne il existe quelqu’un aimé de cette personne ?
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités : « tout le monde aime quelqu’un »
» il existe quelqu’un que tout le monde aime ?

Ix Yy aime(y, x)

» pour chaque personne il existe quelqu’un aimé de cette personne ?

Yy 3x aime(y, x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités

» « Dans un triangle isocéle une médiane est également hauteur. »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités
» « Dans un triangle isocéle une médiane est également hauteur. »

Vx ((triangle(x) Aisocele(x)) = Jy (mediane_of(y, x) Ahauteur_of(y, x)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités
» « Dans un triangle isocéle une médiane est également hauteur. »

Vx ((triangle(x) Aisocele(x)) = Jy (mediane_of(y, x) Ahauteur_of(y, x)))

» « Dans un triangle équilatéral une médiane est également
hauteur. »
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ ambiguités
» « Dans un triangle isocéle une médiane est également hauteur. »

Vx ((triangle(x) Aisocele(x)) = Jy (mediane_of(y, x) Ahauteur_of(y, x)))

» « Dans un triangle équilatéral une médiane est également
hauteur. »

Vx ((triangle(x)Aequilateral(x)) = Vy (mediane_of(y, X) = hauteur_of(y, x)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)
@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx > 5 p(x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx> 5 p(x) sécrit:Vx (x > 5= p(x))
> : prédicat d’arité 2
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx >5 p(x) sécrit:Vx (x >5= p(x))
> : prédicat d’arité 2
» dx € E p(x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx >5 p(x) sécrit:Vx (x >5= p(x))
> : prédicat d’arité 2
» Ix € E p(x) sécrit:3x (x € E A p(x))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx >5 p(x) sécrit:Vx (x >5= p(x))
> : prédicat d’arité 2
» Ix € E p(x) sécrit:3x (x € E A p(x))
» dx > 5 p(x)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ raccourcis : quantification « bornée »
» Vx € E p(x) s’écrit:Vx (x € E = p(x))
€ : prédicat d’arité 2
» Vx >5 p(x) sécrit:Vx (x >5= p(x))
> : prédicat d’arité 2
» Ix € E p(x) sécrit:3x (x € E A p(x))
» dx > 5 p(x) sécrit:3Ix (x > 5 A p(x))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs du 1er ordre

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ les énoncés peuvent exprimer qu’une propriété est vérifieée pour tous les
objets ou seulement qu’il existe des objets pour lesquels cette propriété
est vérifiée
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs du 1er ordre

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ les énoncés peuvent exprimer qu’une propriété est vérifieée pour tous les
objets ou seulement qu’il existe des objets pour lesquels cette propriété
est vérifiée

» 1er ordre : quantification des symboles de variable désignant des
objets sur lesquels I'’énoncé porte

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs du 1er ordre

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ les énoncés peuvent exprimer qu’une propriété est vérifieée pour tous les
objets ou seulement qu’il existe des objets pour lesquels cette propriété
est vérifiée

» 1er ordre : quantification des symboles de variable désignant des
objets sur lesquels I'’énoncé porte
» on ne quantifie pas sur les symboles de fonction :

Vf (injective(f) < VxVy (f(x) = f(y) = x =y)) ¢ F(X,F,P)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Quantificateurs du 1er ordre

@ quantificateurs

» quantificateur universel : V (pour-tout)
» quantificateur existentiel : 3 (il-existe)

@ les énoncés peuvent exprimer qu’une propriété est vérifieée pour tous les
objets ou seulement qu’il existe des objets pour lesquels cette propriété
est vérifiée

» 1er ordre : quantification des symboles de variable désignant des
objets sur lesquels I'’énoncé porte
» on ne quantifie pas sur les symboles de fonction :

Vf (injective(f) < VxVy (f(x) = f(y) = x =y)) ¢ F(X,F,P)

ni sur les symboles de prédicat :
vp (p(0) A (Ynp(n) = p(n+1))) = Vnp(n) ¢ F(X, F,P)

(+# logiques d’ordre supérieur)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :
» des symboles de variables x, y, z, etc.
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des symboles de variables x, y, z, etc.
» des noms d’objets/d’individus Socrate, 2, 3, 5 : les constantes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des symboles de variables x, y, z, etc.

» des noms d’objets/d’individus Socrate, 2, 3, 5 : les constantes

» des fonctions appliquées a des objets +(7, y) ou plus
généralement des fonctions appliquées a d’autres termes
+(+(x,3),4)

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

@ les termes peuvent étre :

» des symboles de variables x, y, z, etc.

» des noms d’objets/d’individus Socrate, 2, 3, 5 : les constantes

» des fonctions appliquées a des objets +(7, y) ou plus
généralement des fonctions appliquées a d’autres termes
+(+(x,3),4)

@ définition inductive des termes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

X ={x,y,z,---} : ensemble de symboles de variable
F :ensemble de

symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)
» les variables sont des expressions arithmétiques

Cours 1 Langages logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
X ={x,y,z,---} : ensemble de symboles de variable
F = Fo : ensemble de symboles de constante et de fonction

Fo = Z : symboles de constante
symboles de fonction

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)

» les variables sont des expressions arithmétiques
» les entiers relatifs sont des expressions arithmétiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

X ={x,y,z,---} : ensemble de symboles de variable

F = Fo U F, : ensemble de symboles de constante et de fonction
Fo = Z contient les symboles de constante
F2 = {+,—, x, /} contient les symboles de fonction d’arité 2

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)

» les variables sont des expressions arithmétiques

» les entiers relatifs sont des expressions arithmétiques

» si ey et e sont des expressions arithmétiques, alors e + e,
e — €2, €1 X e et e1/e» sont des expressions arithmétiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes

X ={x,y,z,---} : ensemble de symboles de variable

F = Fo U F, : ensemble de symboles de constante et de fonction
Fo = Z contient les symboles de constante
F2 = {+,—, x, /} contient les symboles de fonction d’arité 2

@ exemple : expressions arithmétiques (simples)
B-x)+—1)

~ - ~
- - — arbre dont chaque nceud a 0 ou 2 fils
/ \ / \ — feuilles de l'arbre : constantes dans Z
8 X y 1 et variables dans X
— chaque nceud étiqueté par +, —, x et /
a exactement 2 fils
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
X : ensemble de symboles de variable
F=FoUFUFaUFzU--- =, Fn : ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n
@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du
discours : les termes
X : ensemble de symboles de variable
F=FoUFUFaUFzU--- =, Fn : ensemble de symboles
Fo contient les symboles de constante
Fn contient les symboles de fonction d’arité n

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)

» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)

» sife Fpetsity, -, t, sont des termes dans 7 (X, F), alors
f(ty, -, ty) est un terme dans 7 (X, F)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)

» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)

» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)

@ untermet € T(X,F) peut étre vu comme un arbre
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)

» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)

» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)

@ unterme t € T(X, F) peut étre vu comme un arbre
» les feuilles sont étiquetées par des éléments de X ou Fy
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)

» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)

» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)

@ untermet € T(X,F) peut étre vu comme un arbre

» les feuilles sont étiquetées par des éléments de X ou Fy
» chaque nceud étiqueté par un élément de F, a exactement n fils
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable
» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sife Fpetsity, -, sontdes termes dans 7 (X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ raisonnement par induction structurelle
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ raisonnement par induction structurelle : si
» P(x) est vrai pour toute variable x € X
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ raisonnement par induction structurelle : si
» P(x) est vrai pour toute variable x € X
» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)

» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)

» sife Fpetsity, -, sontdes termes dans 7 (X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)

@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

» pour tout f € F, et tous termes &, - , t,, si P(t1), - - -, P(f,) sont
vrais, alors P(f(ty,--- ,t,)) est vrai
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sife Fpetsity, -, sontdes termes dans 7 (X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ raisonnement par induction structurelle : si
» P(x) est vrai pour toute variable x € X
» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy
» pour tout f € F, et tous termes &, - , t,, si P(t1), - - -, P(f,) sont
vrais, alors P(f(ty,--- ,t,)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.
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Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable
» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
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@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» variables apparaissant dans un terme ¥ : 7(X, F) — p(X)

{x} sit=xeX
0
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@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» variables apparaissant dans un terme ¥ : 7(X, F) — p(X)

{x} sit=xe X
0 sit=keF
Ht)U---Ud(ty) sit="Ff(t, -, t)
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F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» terme t[x := t'] : remplacer x par t’ dans ¢

9 i g 9
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» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» terme t[x := t'] : remplacer x par t’ dans ¢
y sit=yeXetx#y
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F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
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X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» terme t[x := t'] : remplacer x par t’ dans ¢

y sit=yeXetx#y
oan )t sit=xeX
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

@ les énoncés expriment des propriétés sur les objets de I'univers du

discours : les termes

X : ensemble de symboles de variable
F=FUFRUFPRUFU = Unzo Fn : ensemble de symboles

@ définition inductive de I'ensemble 7 (X, 7) des termes avec variable

» toute variable x € X est un terme dans 7 (X, F)
» toute constante k € F; est un terme dans 7 (X, F)
» sifeFpetsity, -, t, sont des termes dans 7(X, F), alors
f(t,--- , tp) estun terme dans 7 (X, F)
@ définition inductive (récursive) de fonction
» terme t[x := t'] : remplacer x par t’ dans ¢

y sit=yeXetx#y
oan )t sit=xeX
f:=11=19 g sit=ke F
f(h[x :=t], - tlx:=t]) sit="Ff(ty, -, ty)

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 10/18
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Langage de termes

. ] sit=xeXout=keF
° _ . .
taille(t) { 1+ > aille(t) sit=f(t, -, t)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

. 1 sit=xeXout=keFo

© wille(t) = { 14+ S taille(t)  sit=F(t,--- 1)
@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.
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@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.

@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 10/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables
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@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.

@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])

> si t est un symbole de variable
* sit=_z+# xalors z[x := t'] = z etdonc
taille(z) < taille(z) = taille(z[x := t'])
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Langage de termes

. 1 sit=xeXout=keFo

© wille(t) = { 14+ S taille(t)  sit=F(t,--- 1)
@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.

@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])

> si t est un symbole de variable
* sit=_z+# xalors z[x := t'] = z etdonc
taille(z) < taille(z) = taille(z[x := t'])
* sit=xalors x[x := t'] =t etdonc taille(x) = 1 < taille(t’)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

. 1 sit=xeXout=keF

© wille(t) = { 14+ S taille(t)  sit=F(t,--- 1)
@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.

@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])

> sit = k € Fo est un symbole de constante alors k[x := t'] = k et donc
taille(k) < taille(k) = taille(k[x := t'])
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage de termes

. 1 sit=xeXout=keFo
o = i— .
taille() { 14+ S taille(t)  sit=F(t,--- 1)
@ raisonnement par induction structurelle : si
» P(x) est vrai pour toute variable x € X
» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy
» pour tout f € F, et tous termes ty,--- , iy, si P(t), - -+, P(tn) sont vrais,
alors P(f(t,--- ,tn)) estvrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.
@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])
> sit="f(t, - ,ta)alors f(t, - ,t)[x:=t]=f(ti[x :=t], -, ta[x :='])
et donc taille(f(t, -+, tn)) = 1 + 1= taille(t)
< 1+ > ille(fifx = t'])
hyp. induction : taille(;) < taille(t;[x := t'])
= taille(f(ti, -+ , t)[x :=t])
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© wille(t) = { 14+ S taille(t)  sit=F(t,--- 1)
@ raisonnement par induction structurelle : si

» P(x) est vrai pour toute variable x € X

» P(k) est vrai pour toute constante k € Fy

> pour tout f € F, ettoustermes ty,--- , ty, si P(t), - - -, P(tn) sont vrais,

alors P(f(ty,--- ,t)) est vrai
alors pour tout terme t € T (X, F), P(t) est vrai.

@ pour tout terme t, taille(t) < taille(t[x := t'])
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

> P=PoUPiUPoU--- = UnZO Pn : ensemble des symboles de prédicat
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Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules atomiques

@ les énoncés atomiques sont décomposés en un symbole de prédicat et
les termes sur lesquels il s’applique

> P=PyUPiUPoU--- = UnZO P : ensemble des symboles de prédicat

Po contient les symboles de proposition
‘Pn contient les symboles de prédicat d’arité n

@ ensemble L(X, F,P) des formules atomiques avec variables

» les symboles de P, sont des formules atomiques de L(X, F,P)

» si p est un symbole de prédicat d’'arité n (p € P,) etsity,--- .ty
sont des termes dans 7 (X, F) alors p(t,--- , t,) est une formule
atomique de L(X, F,P)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables
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Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique
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Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique
» true et false sont des formules logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique
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Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

» si F est une formule logique et x un symbole de variable, alors
Vx F et 9x F sont aussi des formules logiques
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Langage des formules logiques

@ définition inductive de I'ensemble F(X, 7, P) des formules logiques
avec variables

» toute formule atomique de L(X, 7, P) est une formule logique

» true et false sont des formules logiques

» si F est une formule logique, alors —F est aussi une formule
logique

» si Fy et F, sont des formules logiques, alors (F1 A ), (F1 V F) et
(Fy = F>) sont aussi des formules logiques

» si F est une formule logique et x un symbole de variable, alors
Vx F et 9x F sont aussi des formules logiques

toutes les formules logiques sont obtenues en appliqguant un nombre fini
de fois ces regles de construction
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Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
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Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p

» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés
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Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Vx p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par tous les objets de
l'univers du discours

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 13/18
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Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Vx p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par tous les objets de
l'univers du discours

» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut vérifier la
propriété p pour tous les objets
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Vx p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par tous les objets de
l'univers du discours

» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut vérifier la
propriété p pour tous les objets
» x :occurrence de variable liée
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Vx p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par tous les objets de
l'univers du discours

» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut vérifier la
propriété p pour tous les objets

» x :occurrence de variable liée

» les formules Vx p(x) et Vy p(y) ont la méme signification

* 'occurrence liée de x est une occurrence de variable muette, on
peut la renommer
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Ix p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par au moins un objet de
l'univers du discours
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Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Ix p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par au moins un objet de
l'univers du discours
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut parcourir

I'ensemble des objets pour vérifier s’il en existe un qui vérifie la
propriété p
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x

* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)

» x :occurrence de variable libre

» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents
* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement

les mémes propriétés

@ Ix p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par au moins un objet de
l'univers du discours
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut parcourir
I'ensemble des objets pour vérifier s’il en existe un qui vérifie la
propriété p
» x :occurrence de variable liée

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 13/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ p(x) exprime que I'objet désigné par x vérifie la propriété p
» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut connaitre
I'objet désigné par x
* information extérieure fournie par une valuation (un environnement)
» X :occurrence de variable libre
» les formules p(x) et p(y) correspondent a des énoncés différents

* |es objets désignés par x et par y ne vérifient pas nécessairement
les mémes propriétés

@ Ix p(x) exprime que la propriété p est vérifiée par au moins un objet de
l'univers du discours

» pour déterminer si cette formule est « vraie », il faut parcourir
I'ensemble des objets pour vérifier s’il en existe un qui vérifie la
propriété p

» x :occurrence de variable liée

» les formules 3x p(x) et Iy p(y) ont la méme signification

* x :occurrence de variable muette, on peut la renommer
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

» dans la formule p(x) A Vx q(x) la premiére occurrence de x est
libre tandis que la deuxiéme occurrence de x est liée
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule
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Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

Free(F) =
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

0 si F =true ou F = false

Free(F) =
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables apparaissant dans un terme 9 : T(X, F) — o(X)
@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

0 si F =true ou F = false
Uﬂ(ti) SiF:p(t1,~~-,tn)

Free(F) =
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables apparaissant dans un terme 9 : T(X, F) — o(X)
@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

0 si F =true ou F = false
n

U 9(t) si F=p(t, - ,t)
Free(F') si F=-F'

Free(F) =
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables apparaissant dans un terme 9 : T(X, F) — o(X)
@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

0 si F =true ou F = false
n
U 9(t) si F=p(t, - t)
i=1
Free(F) =  Free(F’) si F=—F
Free(F1) UFree(F2) si F=FAFou F=F VvV F
ouF=F=~F
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ variables apparaissant dans un terme 9 : T(X, F) — o(X)

@ variables libres d’'une formule Free : F(X, F, P) — p(X)

U si F =true ou F = false
n
U 9(t) si F=p(t,-- )
i=1
Free(F) =  Free(F’) si F=—F
Free(F1) UFree(F2) si F=FAFou F=F VvV F
ouF=F=~F
Free(F')\{x} SiF=Vx Flou F=3x F’
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) A r(x,y,2)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) A r(x,y,2)))
Free y)=3y@ly)nr(x,y,2))))

(vx (p(x, )
Free(p(x, y) = 3y (q(y) A r(x,¥,2))) \ {
Free(p(x,y) = 3y (q(y) Ar(x,y,2))) \ {
(Free(p(x, y)) UFree(Iy (q(y) A r(x,y,z
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) Ar(x,y,2)))

Vx
|
=

I
A

T~

ay) r(x,y,z)

p(x,y)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) A r(x. ¥, 2)))
» la variable y admet une occurrence libre et deux occurrences liées
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) A r(x,y,2)))

» la variable y admet une occurrence libre et deux occurrences liées

» pour éviter qu’un méme symbole de variable admette des
occurrences libres et liées au sein d’'une formule on renomme les
occurrences liées avec un symbole qui n’a pas d’occurrence libre

vx (p(x,y) = 3w (q(w) A r(x, w, 2)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Variables libres — Variables liées

@ une occurrence de variable est libre si elle n’est pas dans la portée d’'un
quantificateur (sinon elle est liée)

@ les variables libres d’une formule sont les variables qui ont au moins
une occurrence libre dans la formule

@ exemple :Vx (p(x,y) = 3y (q(y) A r(x,y,2)))

» la variable y admet une occurrence libre et deux occurrences liées

» pour éviter qu’un méme symbole de variable admette des
occurrences libres et liées au sein d’'une formule on renomme les
occurrences liées avec un symbole qui n’a pas d’occurrence libre

vx (p(x,y) = 3w (q(w) A r(x, w, 2)))

» I'ensemble des variables libres de cette nouvelle formule ne
change pas (c’est toujours {y, z})
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Formules closes

@ une formule close est une formule F telle que Free(F) = 0
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Formules closes

@ une formule close est une formule F telle que Free(F) = 0

@ siFree(F) = {x1, -, X}, une cloture universelle de F est la formule
VXq - VXxp F
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Formules closes

@ une formule close est une formule F telle que Free(F) = 0

@ siFree(F) = {x1, -, X}, une cloture universelle de F est la formule
VXq - VXxp F
» exemple : F =Vx (p(x,y) = 3w (q(w) A r(x, w, 2)))
Free(F) = {y, 2}
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Formules closes

@ une formule close est une formule F telle que Free(F) = 0

@ siFree(F) = {x1, -, X}, une cloture universelle de F est la formule
VXq - VXxp F
» exemple : F =Vx (p(x,y) = 3w (q(w) A r(x, w, 2)))
Free(F) = {y, z}
cléture universelle de F :

YyvVzvx (p(x,y) = Iw(q(w) A r(x,w, 2)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Formules closes

@ une formule close est une formule F telle que Free(F) = 0

@ siFree(F) = {x1, -, X}, une cloture universelle de F est la formule
VXq - VXxp F

» exemple : F =Vx (p(x,y) = 3w (q(w) A r(x, w, 2)))
Free(F) = {y, z}
cléture universelle de F :

YyvVzvx (p(x,y) = Iw(q(w) A r(x,w, 2)))

cléture universelle de F :

VzVyvx (p(x,y) = Iw(q(w) A r(x, w, 2)))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F[x := {] consiste a remplacer certaines
occurrences de x dans F par le terme t : toutes les occurrences ?
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F[x := {] consiste a remplacer certaines
occurrences de x dans F par le terme t : toutes les occurrences ?

@ a partir de deux formules F; et F> qui expriment la méme propriété :

Fi: (Yx p(x)) Vv (3z q(x, 2))
Fa: (Yw p(w))V (32 q(x, 2))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme f dans une formule F pour
obtenir une formule notée F[x := {] consiste a remplacer certaines
occurrences de x dans F par le terme t : toutes les occurrences ?

@ a partir de deux formules F; et F> qui expriment la méme propriété :
Fir (¥x p(x) Vv (32 q(x. 2))
Fo: (Yw p(w))V (32 g(x,2))

en substituant x par f(v) on souhaite obtenir des formules logiquement
équivalentes
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme f dans une formule F pour
obtenir une formule notée F[x := {] consiste a remplacer certaines
occurrences de x dans F par le terme t : toutes les occurrences ?

@ a partir de deux formules F; et F> qui expriment la méme propriété :

Fi: (vx p(x)) v (3z q(x, 2))
Fo: (Yw p(w)) Vv (3z q(x, 2))
en substituant x par f(v) on souhaite obtenir des formules logiquement
équivalentes
» ce n'est pas le cas si I'on substitue toutes les occurrences
Fio (vx p(f(v)]) Vv (3z q(f(v), 2))
Fo: (vw p(w])V (3z q(f(v), 2))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme f dans une formule F pour
obtenir une formule notée F[x := {] consiste a remplacer certaines
occurrences de x dans F par le terme t : toutes les occurrences ?

@ a partir de deux formules F; et F> qui expriment la méme propriété :

Fio (vx p(x) V(32 q(x. 2))
Fo: (vwp(w)V Gz g(x.2))

en substituant x par f(v) on souhaite obtenir des formules logiquement
équivalentes

» ce n'est pas le cas si I'on substitue toutes les occurrences
Fio (vx p(f(v)]) Vv (3z q(f(v), 2))
Fa: (Yw p(w])V (32 q((v), 2))
@ toutes les occurrences ? non ... uniquement les occurrences libres

Filx .= f(v)] = (vx p(x)) v (32 q(f(v), 2))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme ¢

» correct uniguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme ¢

» correct uniqguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable

* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
en remplagant y par f(x) on obtient Vx p(x, f(x)) ce qui est incorrect
puisque 'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme ¢

» correct uniqguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
en remplagant y par f(x) on obtient Vx p(x, f(x)) ce qui est incorrect
puisque 'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée
» avant d’effectuer la substitution, il faut renommer (par de nouvelles
variables) les variables liées de F qui apparaissent dans t
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme ¢

» correct uniqguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable

* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
en remplagant y par f(x) on obtient Vx p(x, f(x)) ce qui est incorrect
puisque 'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée

» avant d’effectuer la substitution, il faut renommer (par de nouvelles
variables) les variables liées de F qui apparaissent dans t
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme t

» correct uniqguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
en remplagant y par f(x) on obtient Vx p(x, f(x)) ce qui est incorrect
puisque 'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée
» avant d’effectuer la substitution, il faut renommer (par de nouvelles
variables) les variables liées de F qui apparaissent dans t
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
(1) renommage de I'occurrence liée de x par z pour obtenir Vz p(z, y)
(qui est logiquement équivalente a Vx p(x, y))
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

@ substituer une variable x par un terme t dans une formule F pour
obtenir une formule notée F|x := t] consiste a remplacer les
occurrences libres de x dans F par le terme t

» correct uniqguement lorsque les variables apparaissant dans t ne
sont pas liées dans F : phénoméne de capture de variable
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
en remplagant y par f(x) on obtient Vx p(x, f(x)) ce qui est incorrect
puisque 'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée
» avant d’effectuer la substitution, il faut renommer (par de nouvelles
variables) les variables liées de F qui apparaissent dans t
* exemple : substituer y par le terme f(x) dans la formule Vx p(x, y)
(1) renommage de I'occurrence liée de x par z pour obtenir Vz p(z, y)
(qui est logiquement équivalente a Vx p(x, y))
(2) application de la substitution de y par f(x) pour obtenir vz p(z, f(x))

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 17118



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true
false

true[x := ]
false[x := 1]
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true[x := {] true
false[x := t] false
plti, - t)x:=t] = p(tlx:="f, . tlx:=1) (pePn)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true[x :=1t] = true
false[x :=t] = false
p(t, - )=t = p(hlx:=1,--- tlx:=1t]) (p€Pn)
(Fo)lx =1 = —(Folx:=1])
(F1 A F2)[X = t] = F [X = t] AN F2[X = t]
(F1 V Fg)[X = t] = F [X = t] V F2[X = t]

(F1 = Fg)[X = t]

Fi[x :=t] = F[x =1
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true[x :=1t] = true
false[x :=t] = false
p(t, - )=t = p(hlx:=1,--- tlx:=1t]) (p€Pn)
(Fo)lx =1 = —(Folx:=1])
(F1 A F2)[X = t] = F [X = t] AN F2[X = t]
(F1 V Fg)[X = t] = F [X = t] V F2[X = t]
(Fr=FR)x:=1 = FKx=1{= FRx:=1
(Vx Fo)[x :=1] = ¥x Fy
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true[x := {] true
false[x := 1] false
p(ts; - ta)[x = ] p(tilx :=t],---  talx = 1) (p€Pn)
(=Fo)[x :=1] ~(Fo[x :=1])

(F1 A\ F2)[X = t]
(F1 vV Fg)[X = t]
(F1 = Fg)[X = t]
(Vx Fo)[x := 1]
(Vy Fo)[x := ]

Fi [X = t] AN F2[X = t]

Fi [X = t] V F2[X = t]

Fi[x :=t] = F[x =1

VX F()

vy (Folx = ) (x£)

Cours 1 Langages logiques

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

true[x := {] true
false[x := 1] false
p(tr,- - t)[x = ] p(tilx :=t],---  talx = 1) (p€Pn)
(=Fo)[x :=1] ~(Fo[x :=1])

(F1 A F2)[X Z; t]
(F1 V Fg)[X = t]
(F1 = Fg)[X = t]

Fi [X = t] AN F2[X = t]
Fi [X = t] V F2[X = t]
Fi[x :=t] = F[x =1

(Vx Fo)[x := ] vx Fo
(Vy Fo)lx := 1] vy (Fo[x == 1]) (x#Y)
(Ix Fo)[x :=1] Ix Fo
(Fy Fo)lx := 1] Jy (Folx:=1]) (x#Y)
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

@ exemple : ((3y p(9(y,x))) v (vx p(h(x, 2))))[x := f(k,y, 2)]
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Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

@ exemple : ((3y p(9(y,x))) v (vx p(h(x, 2))))[x := f(k,y, 2)]

@ renommage de la variable liée y qui apparait dans f(k, y, 2)

((Bw p(g(w,x))) v (¥x p(h(x, 2))))x := f(k,y, 2)]
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Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/18



Langages logiques Langage sans variable Langage avec variables

Substitution dans une formule

définition inductive de la formule F|[x := f] lorsqu’aucune variable liée de F
n’apparait dans t

@ exemple : ((3y p(9(y,x))) v (vx p(h(x, 2))))[x := f(k,y, 2)]

@ renommage de la variable liée y qui apparait dans f(k, y, 2)

((Bw p(g(w,x))) v (¥x p(h(x, 2))))x := f(k,y, 2)]

© remplacement des occurrences libres de x par f(k, y, 2)

(Aw p(g(w, f(k, y,2)))) v (Vx p(h(x, 2)))
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