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S SLIETCE Langages logiques

UNIVERSITE

Un langage logique est construit a partir de :
— un ensemble F = Fy U F; U ... de symboles de fonction, ou Fy est 'ensemble des constantes
et F, est 'ensemble des symboles de fonction d’arité n, pour n > 1
— un ensemble P = Py U Py U... de symboles de prédicat, ou P, est I'’ensemble des symboles
de proposition et P, est I’ensemble des symboles de prédicat d’arité n, pour n > 1

Langage logique sans variable
L’ensemble 7o(F) des termes est défini inductivement par :
— si k € Fy est un symbole de constante, alors £ est un terme
— si f € F, est un symbole de fonction d’arité n, et si ti,---,t, sont des termes, alors
f(ty,-+- ,t,) est un terme
L’ensemble Lo(F,P) des formules atomiques est défini par :
— si p € Py est un symbole de prédicat d’arité 0, alors p est une formule atomique
— si p € P, est un symbole de prédicat d’arité n et si t1,--- ,t, sont des termes de To(F), alors
p(t1, -+ ,t,) est une formule atomique
L’ensemble IFo(F,P) des formules logiques est défini inductivement par :
— true et false sont des formules logiques
— si F' est une formule atomique, alors F' est une formule logique
— si F' est une formule logique, alors —=F' est une formule logique
— si F et Fy sont des formules logiques, alors (F1 A Fy), (F1V Fy) et (F} = Fy) sont des formules
logiques

Langage logique avec variable

Soit X un ensemble de symboles de variable.

L’ensemble T (X, F) des termes est défini inductivement par :
— si ¢ € X est un symbole de variable, alors x est un terme
— si k € Fy est un symbole de constante, alors k£ est un terme

— si f € F, est un symbole de fonction d’arité n, et si ti,---,%, sont des termes, alors
f(t1, -+ ,t,) est un terme
L’ensemble ¥(t) des variables apparaissant dans un terme ¢ est défini inductivement par :
d(z) = {x} (z € X)
(k) = 0 (k € Fo)
19(f(t17 : atn)) = 79<t1) U---uU 19(tn) (f S ]:n)
Définition inductive du terme t[x := t'] (substitution de la variable x par le terme t' dans t) :
=t =t (x € X)
]{7[33' = tl] = k (k € ./—"0)
f -tz =1] = flalr="1]- tafz:=1]) (f€F)

L’ensemble £(X, F,P) des formules atomiques est défini par :
— si p € Py est un symbole de prédicat d’arité 0, alors p est une formule atomique
— si p € P, est un symbole de prédicat d’arité n et si ty,--- ,t, sont des termes de T (X, F),
alors p(tq,- -+ ,t,) est une formule atomique
L’ensemble IF(X, F,P) des formules logiques est défini inductivement par :
— true et false sont des formules logiques
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— si F' est une formule atomique, alors F' est une formule logique
— si F' est une formule logique, alors =F' est une formule logique
— si F} et F; sont des formules logiques, alors (Fy A Fy), (FyV Fy) et (Fy = Fy) sont des formules
logiques
— si F' est une formule et x un symbole de variable, alors Va I’ et dz F' sont des formules
L’ensemble Free(F') des variables libres d’une formule est défini inductivement par :

( () si F' = true ou I’ = false
i=1
Free(F) = { Free(F”) si F'=—F'

Free(Fy) U Free(Fy) si F=FiANFyou F=F VF,
ou F'=F = Fy
Free(F")\{z} si F=Va F'ou F'=3z F'

\

Une occurrence de variable est liée si elle est dans la portées d'un quantificateur. Une formule close
est une formule F' telle que Free(F) = () et si Free(F') = {z1,- - ,x,} alors une cloture universelle
de F est la formule Vxq -- -V, F.

Définition inductive de la formule F[z := t]| (formule F' sur laquelle est appliquée la substitution de
x par le terme t) lorsque les variables de ¥(t) n’ont pas d’occurrences liées dans F' (si cette condition
n’est pas vérifiée il suffit de renommer les occurrences liées de F') :

true[z :=t] = true
false[z :=t] = false
p(t, - to)r =1t = pltafr:=t], - tuJx:=1t]) (p € Pn)
R =1 = -~(Flz=1)
(FLNF)[x:=t] = Flo:=tAFx =1
(FLV By)x:=t] = Flz:=1t]V Fylz =1
(Fy = Bz =t = Flr:=t = Kz :=t{
(Vo Fo)lz:=t] = Vz F,
9y Folle =1] = Yy (Folu := 1) (e #1)
(Fz Fo)[z:=t] = Jx Fy
Gy F)le=1] = 3y (Rolo =1) (v #1)



