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%ﬁmms Interprétation : variables et quantificateurs

L’interprétation des symboles de constante, fonction et prédicat d’un langage logique s’obtient a
partir d’une structure M = (IM|, (f™M)cr, (p™),ep) définie par :

— d’un ensemble [M| non vide, appelé le domaine d’interprétation de M

— d’une application qui associe & toute constante k € Fy un élément k™M € M|

— d’une application qui associe & tout f € F, une application fM: |[M|[* — |M]|

— d’une application qui associe a tout p € Py un booléen pM € IB

— d’une application qui associe & tout p € P, une relation pM C |[M|"
Etant donnée une structure M, l'interprétation des symboles de variable de X est définie par une
valuation v : X — |M].

Interprétation des formules d’un langage logique avec variables
L’interprétation des termes est définie par :

v(x) sit=rx¢eX
(1M T(X,F) = M| [t =< KM sit=FkeF
fM ([tl]\l\f/la 7[tn]{\f/l) Sit:f(tla"' >tn)

L’interprétation des formules atomiques est définie par :

(p€Po) Imv(p)=p™ y o
Inv: L(X, F,P)— B (P ePy) Inv(plts, - 1)) = { (1) :m()[zl]v s [tYY) €p
L’interprétation d’une formule logique est définie par :
(M F(X,F,P)— B
[true]M = 1 [~FM
[false]i/t = [F1 A F2] = [ v [Pl
[FIM =Ipqv(F)si Fe L(X,F,P) [FiVEMN= RN+ [FM
[FL = Bl = [FAR + [RR
[V F]{\I/I = Hmeuvu [F]VM[x%m]
= 1 si et seulement si [F]\l\,/[[xem} = 1 pour chaque m € |M|
0 si et seulement si [F' ]\1\,4[1 «m = 0 pour au moins une
valeur m € |M]|
Bz FIY = X e Vs
= 1 si et seulement si [F ]{\,/I[ﬁ «m = 1 pour au moins une

valeur m € |M]|

= 0 si et seulement si [F ]IQ,/IW_m}

= 0 pour chaque m € |M|

[F]¥ ne dépend pas des valeurs associées par v aux variables n’appartenant pas a Free(F) : si
x ¢ Free(F), alors [FI' = [}, (pour tout m € [M]). Si I est une formule close, [F]3" ne
dépend pas de v.

Une structure M satisfait une formule F si et seulement si [F']} = 1 olt F” est la cloture universelle
de F et v est une valuation quelconque. Dans ce cas, M est un modele de F. Une formule est
satisfiable si et seulement si elle admet un modele (sinon elle est insatisfiable) Une formule est

valide si elle est satisfaite par toutes les structures du langage.
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Deux formules Fy, Fy € IF(X, F,P), sont logiquement équivalentes, ce que I'on note F} H F5, si
et seulement si, pour toute structure M et toute valuation v, [F}|M = [F,]Mv.

Une formule F} est une conséquence sémantique d’une formule Fy, ce que 'on note Fy = Fi, si
et seulement si pour toute structure M, et toute valuation v, si [F5]M = 1, alors [F}]¥ = 1. Lorsque
[ est un ensemble de formules on étend cette définition par : T = F si et seulement si pour toute
structure M et pour toute valuation v, si [F|M = 1 pour toute formule F' € T, alors [F}]M = 1.
Proposition. F} = F; si et seulement si Fy = F est valide.

Proposition. F; H F; si et seulement si Fy | Fy et Fy = ).



