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Exercice 1 (3+(1+1)+(4+3+43)=15 points)

1. Etant données deux formules de la logique des propositions F} et F5, donner la définition
(mathématique) de Fy = Fs.

2. Soit p un symbole de proposition.
(a) A-t-on pA—p=pV-p? (Justifier.)
(b) A-t-onpV -pEpA-p? (Justifier.)

3. On considere la formule F' = (=p V q) A =(—q = —p).
(a) Etant donnée une interprétation I, calculer [F]L.

(b) La formule F' est-elle satisfiable ? La formule —F est-elle satisfiable ? (Justifier.)

(c) La formule F est-elle valide ? La formule —F est-elle valide ? (Justifier.)

Exercice 2 (3434+3=9 points)
Eva, Raoul et Scoubidou sont tous les trois accusés d’un crime et ils font les déclarations suivantes :

Eva :  “Si Scoubidou est innocent, alors Raoul est coupable.”
Raoul :  “ Si Eva est coupable, alors je suis aussi coupable.”
Scoubidou :  “ Si Eva est innocente alors Raoul est coupable.”

1. A P'aide des trois propositions :
e : Eva est coupable r : Raoul est coupable s : Scoubidou est coupable

formaliser les déclarations de Eva, Raoul et Scoubidou.

2. On suppose que tous les trois disent la vérité. Que peut-on dire sur la culpabilité de Eva, de
Raoul, de Scoubidou ? (justifier vos réponses en utilisant la notion de conséquence sémantique)

3. L’enquéte montre que Eva est coupable et que Raoul et Scoubidou sont innocents. Déterminer
qui a menti et qui a dit la vérité.

Exercice 3 (12412=24 points)
On considere les trois formules ci-dessous.

(F1) Va(p(z) Vq(z)) = ((Vzp(z)) V (Vzq(z)))
(F2) ((Vop(z)) Vv (Vo q(x))) = Yz (p(z) V q())
(F3) Vz3Iyp(x,y) = JyVep(z,y)



1. Quelles sont parmi ces formules celles-qui sont valides 7 Pour celles qui sont valides, en donner
une preuve, pour celles qui ne sont pas valides, construire une structure dans laquelle la formule
est fausse.

2. Quelles sont parmi ces formules celles qui sont satisfiables ? Pour celles qui sont satisfiables,
construire une structure dans laquelle cette formule est vraie.

Exercice 4 (34+4=7 points)
On considere la formule F' = 3z p(z) = Vz p(x).

1. Expliquer pourquoi la preuve de F' ci-dessous n’est pas correcte.

(1) montrons 3z p(x) = Vz p(x)
(2) supposons hy : Jxp(z)
montrons Vz p(z)
(3) soit une nouvelle variable y
montrons p(y)
(4) montrons 3z p(x)
c’est 'hypothese h;
(4)  cQFD (Ax)

(5) soit une nouvelle variable y
supposons hs : p(y)
montrons p(y)
c’est ’hypothese ha

(5) CQFD (Ax)

(3) cQrFDp (E3)

(2) cQrFDp (Iy)

(1) cqFD (I)

2. Existe-t-il une preuve correcte de la formule F' 7 Si oui, écrire cette preuve, sinon déterminer
une structure M dans laquelle la formule F' est fausse.

Exercice 5 (84-8=16 points)
En utilisant les regles de la déduction naturelle, prouver les deux formules suivantes :

1. ((AANB)=C)N(A=DB))=(A=0)
2. (Vo =p(x)) = (—3zp(z))

Exercice 6 ((4+4+4)+4=16 points)

Soit F = FoUJF; UF, un ensemble de symboles de fonction avec Fo = {ko, k1}, F1 = {c}, et Fo = {f}
(c-a-d ko et ky sont des symboles de constante, ¢ est un symbole de fonction d’arité 1 et f est un
symbole de fonction d’arité 2).

1. On considere la structure M dont le domaine est I’ensemble des booléens M| = {0,1} = IB telle
que :

EM =1 M:B—- 1B M. (BxB)—B
Kyt = M(z) =7 May)=z+y

(a) Calculer [c(c(ko))]M et [f(k1, c(k1))M.
(b) Soit t € T (0, F), calculer [c(c(t))]M en fonction de [t]M.

v v

(c) Soit t € T(0,F), calculer [f(t,c(t))]M.
2. Trouver une structure M’ telle que V¢ € T (0, F) [f(t, c(t))]ql}/[/ =0.
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» CORRIGE DE L’EXERCICE 1.

(1). Fi | F; si, et seulement si, pour toute interprétation I, si [Fy]! = 1, alors [F,)! = 1.

(2). (a). Oui car I'ensemble des interprétations I telles que [p A —=p]' = 1 est vide. (a). Non car
pV —p est une formule valide, et est donc satisfaite par toutes les interprétations, alors que p A —p
n’est satisfaite par aucune interprétation.

(3). (a). Construction de I'expression booléenne [F]! :
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(I(p) + 1(g)).I(g) + I(p)
= (Ip) +1(9)-X(q) + 1(p) (E1.2)
= (Ip) +1(9)-I(g) I(p)) (E4.4)
= (I(p) +1(9))-(I(q)-X(p)) (E1.2)
= (I(g)-I(p)).(X(p) +1(q)) (E2.1)
= I(g).1(p)X(p) + I(q)I(p).1(q) (E4.1)
= 1(g).-0 +I(q).1(p) X(q) (EL.3)
= 0+1I(g).I(p).I(q) (E2.7)

I(q) X(p)1(q) (E3.2)
= 1(q).I(q).I(p) (E2.1) et (E2.4)
= 0.I(p) (E1.3)
= 0 (E2.3)

(b et c). La formule I n’est pas satisfiable puisqu’il n’existe pas d’interprétation I telle que [F]! = 1.
La formule F' n’est donc pas valide. La formule —F est satisfiable car pour toute interprétation I, on

a [~F)! = [F]1 =0 = 1. La formule ~F est donc de plus une formule valide.

» CORRIGE DE L'EXERCICE 2.
(1) Eva déclare —s = r, Raoul déclare e = r et Scoubidou déclare —e = r.

(2) On considere la table de vérité :

I(e) | I(r) | 1(s) | [ms = 7] | [e= ]t | [e = 7]}
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 I
0 1 1 1 1 1 I,
1 0 0 0 0 1 r
1 0 1 1 0 1
1] 10 1 1 1 I3
1 1 1 1 1 1 I




On constate alors qu’il existe seulement quatre interprétations I, Is, Is et I qui rendent simul-
tanément vraies les formules —s = r, e = r et e = r. Puisque d’une part Iy(e) = 0 et Is(s) = 1, et
d’autre part Iz(e) =1 et I3(s) = 0, on ne peut rien déduire sur e et s. Enfin, puisque I;(r) = Is(r) =
I3(r) = I4(r) = 1, on en déduit que Raoul est coupable.

(3) Si on considere Uinterprétation I, on en déduit que Eva et Raoul ont menti et Scoubidou a dit la
vérité.

» CORRIGE DE L'EXERCICE 3.

(1). La formule F n’est pas valide. En effet, si I’on considére la structure M; de domaine IN telle que
pM1 = {n | n est pair} et ¢M' = {n | n est impair}, on a :

(B = Vo (p(x) V g(@)]2" + (Ve p(x)) Vv (Vo q(x)))] )0
= [z (p(x) V q(@) 0" + [Va p(a)]) + [Va g(a)] )
=1404+0=040+0=0

La formule F5 est valide et se prouve comme suit.

(1) montrons (Vz p(z) VVz q(z)) = Vz (p(x) V q(z))
(2) supposons h; : Vz p(z) V Vz g(x)
montrons Vz (p(z) V ¢(x))
(3) soit une nouvelle variable z’
(' ¢ Free(p(z)) U Free(q(z)))
montrons p(x)[z = 2| V ¢(z)[z := 2']
(4) montrons Vz p(z) V Vx q(z)
c’est 'hypothese h;
(4) cQFD (Ax)

(5) supposons hs : Vz p(z)
montrons p(z)[z := 2] V q(z)[z := ']
(6) montrons p(z)[z := ']

(7) montrons Vz p(x)
c’est ’hypothese ho

(7) ©QFD (Ax)

(6) cQFD (Ev)

(5) Garp (19)

(6) supposons hs : Vx g(x)
montrons p(z)[z := 2’| V q(z)[z := ']
(7) montrons ¢(z)[z := z']

(8) montrons Vz q(x)
c’est 'hypothese hs

(8) CQFD (Ax)

(7)  cQFD (Ev)

(6) carp (17)

(3) CQFD (Ev)

(2) cqFD (Iv)

(1) cqQFDp (I=)

La formule F3 n’est pas valide. En effet, si I'on considere la structure My de domaine IN telle que
pM2 = {(n1,n2) | n1 < na}, on a:

()M = Vo Jy pla, y)N" + By Ve p(z, )M =T+0=0+0=0

(2). La formule F} est satisfiable. Par exemple, si I’on consideére la structure M3 de domaine IN telle



Ms — N, on a :

[FYS = e (p(2) Vv g(@)" + (Ve p()) V (Ve ()]
= [va

)V
[V (p(x) v q(2))0" + [Va p() [} + [V g ()]
—TH141=04+1+1=1

que pMs = ¢

La formule Fy est valide et est donc vraie dans toutes les structures (la structure Mg par exemple).
Cette formule est donc satisfiable.

La formule Fj est satisfiable. Par exemple, si 'on considere la structure My de domaine [My| = {1}
telle que pM+ = {(1,1)}, on a :

()M = Vo Jy pla, y) P + By Vaep(z,y) M =T+1=0+1=1

» CORRIGE DE L'EXERCICE 4.

(1). La regle (E5) utilisée dans I’étape (3) n’est pas appliquée correctement : dans la partie (5), la
variable utilisée ne doit pas admettre d’occurrence libre dans les formules en hypothese et dans la
formule a prouver, or la variable utilisée est y et est libre dans la formule p(y) a prouver.

(2). La formule F' n’est pas prouvable puisqu’elle n’est pas valide. En effet, par exemple, si l'on
consideére la structure M de domaine IN telle que p™M = {n | n est pair}, pour toute valuation,

d’une part, on a [Fzp(z)]M = 1 (on a par exemple [p(z)]%w_m = 1 puisque 2 € pM), et d’autre
part, on a [Vzp(x)]M = 0 (on a par exemple [p (x)]lz}/[[xkg)} = 0 puisque 3 ¢ pM). Aussi, il vient

[F]} = Bep(@)f + [Vep(); =1+0=0+0=0.

» CORRIGE DE L'EXERCICE 5.

(1) montrons (AANB)=C)A (A= B))= (A= C)

(2) supposons hy : ((AAB) = C)A (A= B)

montrons A = C

(3) supposons ha : A
montrons C'
(4) montrons (AAB) = C

(5) montrons ((AAB) = C)A (A= B)
c’est ’hypothese hy

(5) CQFD (Ax)

(4) cqrFp (EX)

(5) montrons AA B

(6) montrons A
c’est 'hypothese ho

(6) CQFD (Ax)

(7) montrons B

(8) montrons A = B

(9) montrons (AAB) = C)A (A= B)
c’est '’hypothese hi

(9) cqQFD (Ax)

(8) carp (E7)

(9) montrons A
c’est I’hypothese ho
(9) cQFD (Ax)
(7) CQFD (E=)
(5) cQFD (1)
(3) cQrp (E=)
(2) cQrp (Is)
(1) cqFDp (Is)




(1)  montrons (Vz —p(x)) = (—3z p(z))

(2) supposons hi : Va —p(x)
montrons -3z p(x)

(3) supposons he : 3z p(x)
montrons false

(4) montrons Iz p(x)
c’est ’hypothese ho

(4) cQFD (Ax)

(5) soit une nouvelle variable y
(y & Free(p(x)))
supposons hs : p(x)[z := y]
montrons false

(6) montrons —p(z)[x = y]

(7) montrons Yo —p(x)
c’est I’hypothese hi

(7) cQFD (Ax)

(6) CQFD (Ev)

(7)  montrons p(z)[z := y]
c’est 'hypothese hs
(7) cqQFD (Ax)

» CORRIGE DE L’EXERCICE 6.
(1L.a).
[e(c(ko)) 3" = M ([e(ko)D") = M (M ([kolp") = M(M(0)) = M(1) =0
[f (k1, (k) = MRV, [e(k)RT) = M1, M(1) = M(1,0) =1+0=1

(1.b). [e(c(t)M = M([e(t)M) = M(M([M)) = [ = [(M o
El o). [t c()IM = MM, [e(t)]M) = PM(M, M([fM)) = MM, M) = (M + [ = 1
2

). Il suffit de considérer la structure M’ dont le domaine est 1’ensemble des booléens |[M'| = {0,1} =
B telle que :

M=1 M BB fM:(BxB)—B
R'=0 M@=z M(w,y) =2y

En effet, on a alors :

F (e = MR [eR™) = M (R

/ / /

LMY = MR ERY) = [T =0



