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Examen 1lére session du 09/01/2020
Durée 2h

Téléphones et ordinateurs interdits. Le seul document autorisé est le formulaire des équivalences
sur les expressions booléennes et des regles de la Déduction Naturelle. Inscrire votre numéro
d’anonymat sur votre copie.

Exercice 1 (0,5+(0,5+1)4(1,54+0,5)=4 points)
On considere la formule F = (VaVy (p(h(z)) V q(f(x,y),2))) = Fzq(x, f(y,z)) dans laquelle les
symboles z, y et z sont des symboles de variable.

1. Donner ’ensemble Free(F).

2. Proposer une cloture universelle F/ de F' puis renommer certains symboles de variable de F’
pour obtenir une formule F” logiquement équivalente & F’ et dans laquelle les quantificateurs
portent sur des symboles de variable différents.

3. Calculer F[z := g(z,y,2)] et F'[x := g(x,y, 2)].

Exercice 2 (3+2+3+1=9 points)
On considere un plateau carré contenant 36 cases dans lesquelles peuvent étre placées des pieces qui
sont soit rondes soit carrées. Chaque case est désignée par ses coordonnées (¢,c) (désignant respec-
tivement un numéro de ligne et un numéro de colonne) et contient au plus une piece. Une piece est
représentée par un tuple (p,?,c) ou p € {(O,0} désigne la forme de la piece, ¢ le numéro de ligne
et ¢ le numéro de colonne ol se trouve la piece. On peut représenter un plateau P par I’ensemble des
pieces qu’il contient.

Voici un exemple de plateau noté Py (les coordonnées de chaque case figurent en bas des cases).

(5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
0 O
(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (D, 4, 0)7
O (O,4,1),
(3,0) (3,1) (3,2) (T—j) (3,4) (3,5) Pex — (O? 3’ 1)’
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (D, 2, 3)7
(©,0,4)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
O
(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)

Etant donné un plateau P, on définit une structure Mp dont le domaine est |[Mp| = P. On consideére
Pensemble de prédicats P = Py U P2 o P; = {est_rond, est_carre} et P2 = {est_a_gauche} et tel que :
- est_rond(z) signifie que la piece = située sur le plateau est ronde
- est_carre(z) signifie que la piece z située sur le plateau est carrée
- est_a_gauche(x,y) signifie que la piece x est dans une case qui se trouve a gauche de la case
contenant la piece y : une case de coordonnées (¢, c) est a gauche d'une case de coordonnées
(', ) lorsque ¢ < ¢

1. Définir les ensembles est_rond™? . est_carreMr et est,a,gaucheMP obtenus a partir d’un pla-
teau P quelconque. Donner les éléments de ces ensembles pour le plateau P, donné en exemple.

2. On consideére I’énoncé < Il existe une piece ronde située a gauche de toutes les pieces carrées. >.



(a) Proposer une formule F' permettant d’exprimer cet énoncé.
(b) Montrer que [F]5 ™* = 0 (pour toute valuation v).

(c) Proposer un plateau Pyey, tel que [F]QIYI faew =1 (pour toute valuation v).
Exercice 3 (0,5+0,5+0,54+4,5=6 points)
Soit F = Fp U F1 un ensemble de symboles de fonction ou Fy = {Z} et F; = {S}.
1. Particulariser la définition de 7o(F) avec F = {Z,S}.
2. Soit @ une fonction sur les paires de termes définie par :
. . to sit1 =2
D: 76(‘;) X 76(;) - 76(-7:> D (t1,t2) - { S(@(t,tg)) sit] = S(t)
Calculer &(5(5(2)),5(2)).
3. Soit M une structure dont le domaine est ’ensemble IN des entiers naturels et telle que :
SM:IN— N
M _
Z7 =0 SM(p)=n+1
(a) Calculer [®(S(S(2)),S(2))M.
(b) Montrer par induction sur ¢1, que pour tous termes ¢ et ta, [®(t1,t2)]M = [t1]™M + [t2]M.
Exercice 4 (104+12=22 points)
En utilisant les regles de la déduction naturelle (et les régles dérivées du formulaire), prouver les
formules :

(Av—(BVv(C))=(-CVA) Vo ((3yVzp(z,y,z)) = 3zp(z, 2, 2))

Exercice 5 (44+5=9 points)
On considere un langage logique comprenant le symbole de prédicat d’égalité d’arité 2 noté eq et on
ajoute aux regles de la déduction naturelle les deux regles suivantes permettant de raisonner sur des
formules contenant ce prédicat.

(z) supposons hi: Ay, -+ hy Ay
montrons F[z := ]
(t4+1) montrons Flz :=1']
(1) supposons hi: A1,  hn: Ay G+ 1) I%])
montrons eq(t, t)
(i) cQFD (Ieq)

(t+2) montrons eq(t,t")

(i+2) cQFD
(i) 0QFD (Eeq)

La regle Io4 est un axiome et énonce que la formule eq(t, t) est prouvable pour tout terme ¢. La regle E,
exprime que si 'on dispose d’une preuve de la formule F[z := ¢'] (c-a-d d’une preuve de la formule F’
dans laquelle z est substitué par le terme ') et d’une preuve de I’égalité eq(t,t'), alors on peut prouver
la formule F[z := t] (c-a-d la formule F' dans laquelle x est substitué par le terme t). Prouver les deux
formules ci-dessous exprimant que ’égalité est symétrique et transitive :
1. VaVy (eq(z,y) = eq(y, =)
Indication : étant données trois variables 2/, ¢/ et w et la formule F' = eq(y’,w), calculer
Flw :=y'] et Flw := 2'] pour comprendre comment utiliser la regle Ec,.
2. VaVyVz ((eq(x,y) A eqly, z)) = eq(zx, z))
Indication : étant données trois variables 2/, 2’ et w et la formule F = eq(w,?z’), calculer
Flw :=y'] et Flw := 2'] pour comprendre comment utiliser la régle Ee,.
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Corrigé de I'’examen 1leére session du 09/01/2020

» CORRIGE DE L'EXERCICE 1.
L’arbre de syntaxe abstraite de la formule F' dans lequel les occurrrences libres de symboles de variable
sont encadrées est :

Yz / ) \ Jz
| I
W (4 ([22))

1. Free(F) = {z,y, z}
2. F' =VxVyVz F s'obtient en quantifiant universellement les variables de Free(F) = {x,y, z}. Pour
obtenir F” il suffit de renommer les occurrences de variable liée dans F” :

Vo ¥y Vz (Vo1 Vag (p(h(z1)) V (f (21, 22), 2))) = Fzzq(z, f(y, z3)))

3. Puisque les symboles de variable apparaissant dans le terme g(z,y, z) admettent des occurrences
liées dans dans la formule F', on renomme ces occurrences liées et on peut par exemple considérer la
formule ci dessous qui est logiquement équivalente a F' :

((Var Vag (p(h(z1)) V q(f (21, 22), 2))) = Fez q(z, f(y, ©3)))
On peut a présent appliquer la substitution pour obtenir la formule :
Flz = g(x,y,2)] = (Vo1 Yoz (p(h(z1)) V q(f (21, 22), 2))) = Tz a(g(z, y, 2), f(y, 23)))

Par construction, la formule F’ est une formule close et donc F'[z := g(z,y, 2)] = F’.

» CORRIGE DE L’EXERCICE 2.

1.
est_rondM? = {(D,¢,¢) € P} est_carreM? = {(O,¢,¢c) € P}
est_rondMrex = { Eg’é’ B’ (O3 1), } est_carreMres = { (0, 4,0), (0,2,3) }

est_a_gaucheM? = { ((p1,01,¢1), (p2,l2,c2)) EP X Plcy <ep }
est_a_gaucheMPex

((D’470)’(O747 1))’ ((D7470)7(O’3’1>)’ ((D7470)’(D’2’3))7
((D747O)7<O7074>)7 ((0747 1)7<D7 2’3))7 ((0747 1)’(07074))7
((0,3,1),(0,2,3)), ((O,3,1),(0,0,4)), ((5,2,3),(0,0,4))

2.a. F' = 3z (est_rond(x) A (Vy (est_carre(y) = est_a_gauche(x,y))))

Pex — (), il suffit de montrer :

2.b. Pour montrer que [F]B/I
Mp.,
v[z<—m)|

= [est_rond(z)] 7 - [Vy (est_carre(y) = est_a_gauche(w, y))| e 0

v[z+—m)] vlzem] =

[est_rond(z) A (Vy (est_carre(y) = est_a_gauche(z,y)))]



pour chaque m € Pox. On a :

M M
[est,rond(:c)]v[;f‘(mjém)] = [estlond(x)]v[;ﬁ‘(mvg,g)} =0

M M M
[est,rond(x)]v[;f_x(OAJ)] = [est,rond(:z)]U[wpe:(oval)] = [est,rond(x)]v[xpe(_"(QOA)} =1

et puisque 0-b =b-0 = 0 pour tout booléen b, il suffit alors de montrer que :

[Vy (est_carre(y) = est_a_gauche(x, y))}UM[:C}zfm] =0
pour chaque m € {(0,4,1),(0,3,1),(,0,4)}. Pour chacun de ces éléments, il s’agit donc de trouver
un élément p € Py tel que :

Mp,

[est_carre(y) = est_a_gauche(z, y)]v[x Sl

= [est,carre(y)]lv[lpe" 0

v[z—m]|

yep T [est_a_gauche(z, y)]mf_"m] sl =
Pour m = (O, 4,1), il suffit de choisir p = ((,4,0) car ((O,4,1),(0,4,0)) ¢ est_a_gaucheMrex et
(3,4, 0) € est_carreMrex.

Pour m = (0, 3,1), il suffit de choisir p = ((,4,0) car ((O,3,1),(0,4,0)) ¢ est_a_gaucheMrex et
(0,4,0) € est_carreMPrex,

Pour m = ((,0,4), il suffit de choisir p = ((,2,3) car ((O,0,4),(0,2,3)) ¢ est_a_gaucheMrex et
(0,2,3) € est_carreMPrex,

En effet, dans ces trois cas on a :

[est,carre(y)]MPe" + [est_a_gauche(x, y)]%’)‘s" =140=0

v[ze—m][y«p] x—m][y+p]

2.c. Il suffit de considérer le plateau :
Prew ={(0,4,0),(0,4,1),(0,3,1),(0,2,3),(0O,0,4)}

» CORRIGE DE L'EXERCICE 3.

1. Définition inductive de To(F) :

(B) Z € To(F).

(I) Sit € To(F), alors S(t) € To(F).

2.8(5(5(2)),5(2)) = 5(&(5(2),5(2))) = S(5(&(2,5(2)))) = 5(5(5(2))).

3-}?;- [PE)B(S(Sd(Z)), S(Z)M =[S(S(S(2))IM = SMSM(SM([ZIM) =1+ (1 + (1 +0)) =3

3.b. Par indution sur ¢;.

(B) sit; = Z, alors [GB(IZ, t2)]M = [ta]™M = 0 + [ta]™ = [Z]M + [to)M.

(I) Soit ¢; = S(t), supposons (par hypothése d’induction) que [B(¢,t2)]™M = [t]™M + [t2]™ et montrons
que [&(S(t), t2)]M = [S()M + [t2] ™.

[@(S(t),t)M = [S(D(t, t2))|M par définition de @
( t2)]M)  par définition de [|M
= SM([tIM + [t2]M)  par hypothese d’induction
( + [ta]™) par définition de SM
+ [ta]™M  par associativité de I'addition
= SM([tIM) + [ta]M  par définition de SM
= [SH)M + [ta]M  par définition de [|M



» CORRICE DE L’EXERCICE 4.

(1) montrons (AV —(BVC)) = (-CV A)
(2) supposons hy : AV (B V C), montrons -C'V A
(3) supposons h2 : A, montrons =C'V A
(4)  montrons A
(4) cQFD (Ax avec h2)
(3) cqrp (IY)
(4) supposons hs : (B V C), montrons —-C' V A
(5) montrons ~C
(6) supposons h4 : C, montrons false
(7)  montrons —(BV C)
(7) CQFD (Ax avec hs)
(8) montrons BV C
(9) montrons C
(9) CQFD (Ax avec hy)
(8) cqrFp (I%)
(6) cQFD (E-)
(5) CQFD (I-)
(4) Carp (17)
(2) cQFDp (Dv avec hi)
(1) cQFD (I=)

(1)

(1)

montrons VY ((3y Vzp(z,y, z)) = Iz p(z, 2, 2))

(2) soit une nouvelle variable 1, montrons (JyVzp(z1,y, z)) = Izp(x1, 2, 2)
(3) supposons hi : JyVzp(x1,y, z), montrons Iz p(z1, 2, z)
(4) soit une nouvelle variable y;
supposons hs : Vz p(z1,y1, 2), montrons 3z p(z1, 2, z)
(5) montrons p(z1,y1,y1)
(5) cQFD (Dy avec hs)
(4) cQrFD (I3)
(3) cQFD (D3 avec hy)
(2) cqQFD (I=)
cQFD (Iy)

» CORRIGE DE L'EXERCICE 5.
1. On a eq(y/, w)[w :=y'] = eq(y',y) et eq(y/,w)[w := '] = eq(y’, 2).

(1)

(1)

montrons Vz Vy (eq(z,y) = eq(y, z))

(2)

soit une nouvelle variable 2/, montrons Vy (eq(z’,y) = eq(y,z'))

(3) soit une nouvelle variable y’, montrons eq(z’,y") = eq(y’, ')
<4> supposons h : eq(m/’ y/), montrons eq(y/’ x/)
———
eq(y’ ,w)[w:=a’]
(5) montrons eq(y’,y’)
——r
eq(y’,w)[w:=y’]
(5) CQFD ()
(6) montrons eq(z’,y’)
(6) CQFD (Ax avec h)
(4) cQFD (Eeq)
(3) caFp (1)
(2) cqQFD (Iy)
CQFD (Iv)

2. On aeq(w,2)[w:=y]=e

q(y',2) et eq(w, 2')[w := 2] = eq(2’, ).




(1) montrons YV VyVz ((eq(z,y) A eqly, z)) = eq(z, z))

(2) soit une nouvelle variable 2/, montrons Vy Vz ((eq(z’,y) A eq(y, z)) = eq(2’, 2))

(3) soit une nouvelle variable ', montrons Vz ((eq(z’,y") A eq(y', 2)) = eq(a’, z))

(4)  soit une nouvelle variable z’, montrons (eq(z’,y’) Aeq(y', 2")) = eq(z’, ')
(5) supposons h: eq(x’,y") Aeq(y, 2’), montrons  eq(z’,2")

eq(w,z’)[w:=a']

(6) montrons eq(y’,2")
~——
eq(w,z")[w:=y’]

(6) cQFD (D% avec h)

(7) montrons eq(z’,y’)
(7)  cQFD (D% avec h)
(5) GQFD (Feg)

(1) carp (1)

(3) cQFD (Iy)

(2) cQFD (Iy)

(1) cqFDp (Iy)




