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Examen 2éme session du 19/06/2018
Durée 2h

Téléphones, calculettes et ordinateurs interdits. Le seul document autorisé est le formulaire
des équivalences sur les expressions booléennes et des regles de la Déduction Naturelle.
Inscrire votre numéro d’anonymat sur votre copie. Conserver 'étiquette portant votre
numéro d’anonymat, elle sera demandée pour toute consultation de copie. La note (entre
0 et 70) est le minimum entre 70 et la somme des points obtenus (entre 0 et 77).

Exercice 1 (14+14+2+2+24(2+2+2)=14 points)
A partir de ’ensemble de symboles de variable X = {z,y, z} on définit la formule F' € IF(X, F,P)
ci-dessous :

Vo (Fzp(z,y,2)) vV (=YY (¢(f(2,9),2) A q(f(x, 2), f(y,a)))))

1. Quels sont les symboles de fonction et de constante apparaissant dans cette formule ?
2. Quels sont les symboles de prédicat apparaissant dans cette formule ?

3. Déterminer ’ensemble Free(F).

4. Déterminer une cloture universelle de F'.

5. Quelle formule close doit étre valide pour que la formule F' soit valide ?
6. Caleuler : (a) Flo:= f(y,a)]  (b) Fly:= f(2,2)]  (c) Flz = f(y,a)]
Exercice 2 (24+4+(24+4+34+4)4+10=29 points)

1. Donner la définition (mathématique) de deux formules Fj et I de IFo(F,P) équivalentes
(F1 5 F).

2. Soit F} et Fy deux formules de IFo(F,P). Montrer que si Fj est insatisfiable alors Fy V Fy H F5.
3. Soit F' € IFy(F,P) la formule (AA B) V (-AA-B) o A et B sont deux formules atomiques.

(a) Etant donnée une structure M, calculer I'expression booléenne [F]M en fonction de Inp(A)
et Ing(B) (sans effectuer de simplification).

(b) En utilisant un raisonnement équationnel, montrer que l’expression booléenne [F]M est

équivalente a l’expression booléenne (Ing(A)+Int(B)).(Inm(B)+Inm(A)) (indiquer a chaque
étape le nom de ’équivalence utilisée).
(c) Peut-on en déduire que F 5 (A = B) A (B = A) 7 Justifier.

(d) En déduire que F est une formule valide si et seulement si AH B (justifier avec une
démonstration).

4. En utilisant les regles de la déduction naturelle, prouver la formule :

(AAB)V (~AA-B)) = (A= B)



Exercice 3 (104+8=18 points)
On considere les deux formules :

Fy = (3eVyple,y)) = Jeple,x)  Fo = Ve (Byp(e,y)) = 3zp(z,2))
Pour chacune de ces deux formules, déterminer s’il s’agit d’une formule valide.

e S’il s’agit d’'une formule valide, prouver cette formule en utilisant les regles de la déduction
naturelle.

e S’il ne s’agit pas d’une formule valide :

— définir une structure dans laquelle la formule est fausse en justifiant pourquoi elle est fausse,

— la formule est-elle satisfiable 7 si oui définir une structure dans laquelle la formule est vraie
en justifiant pourquoi elle est vraie.

Exercice 4 (24+6+3+5=16 points)
Soit F = F; = {g} un ensemble contenant un unique symbole de fonction g d’arité 1 et X un ensemble
de symboles de variable.

1. Particulariser la définition de I’ensemble de termes 7 (X, F) pour ’ensemble F.

2. Etant donné un entier n et un symbole de variable z, on définit le terme ¢"(x) comme suit :

n T sin=20
g <$)‘{g<gk<x>> sin=k+1

Montrer que 7(X, F) = U, eni9"(2) | z € X}.

3. On consideére ’ensemble P = Py = {eq} contenant I'unique symbole de prédicat eq d’arité 2 et
la formule F' € IF(X, F,P) ci-dessous :

Yy 3z eq(y, g())

M
v

(b) Déterminer toutes les structures M de domaine |M| = {a, b} telles que eg™ = {(a, a), (b,b)}
et [F]M = 1 pour toute valuation v (justifier).

(a) Définir une structure M telle que [F|;” = 0 quelle que soit la valuation v (justifier).
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Corrigé de I'’examen 2éme session du 19/06/2018

» CORRIGE DE L'EXERCICE 1.
L’arbre de syntaxe abstraite de la formule F' est :

Vz

/ ' ™~
q(f(z,y),[2]) q(f (z,[2]), f(y.a))

Les symboles de fonction apparaissant dans F' sont f et a (constante).

Les symboles de prédicat apparaissant dans F' sont p et q.

Free(F) = {y, z} (les occurrences libres de variable sont encadrées sur ’arbre de syntaxe abstraite).
Cloture universelle de F' : YyVzVz ((3zp(z,y,2)) V (=YY (q(f(z,y),2) AN q(f(z, 2), f(y,a)))))
Pour que F soit valide il faut que sa cloture universelle Vy Vz F' soit valide.

a. Flz := f(y,a)] = F car = ¢ Free(F)

. Pour calculer Fy := f(z, z)] on renomme en w; les occurrences liées de = dans F' (car = apparait
dans le terme f(z,z)) et en we l'occurrence liée de z dans F' (car z apparait dans le terme f(x,z)),
puis on effectue la substitution sur I'unique occurrence libre de y dans F' :

TGt W

Fly = f(x,2)) = Vi ((Gwop (wn[£@.2) | wa) ) v (50 (a(f(w1,9),2) Aa(F(wr,2). £(5,0))))

c. Pour calculer F[z := f(y,a)] on renomme en w les occurrences liées de y dans F' (car y apparait
dans le terme f(y,a)) puis on effectue la substitution sur les deux occurrences libres de z dans F :

Flz i= f(y.a)] = Vo (@zp(e,9.2) v (o (¢ (F@0).[J@.0]) na (7 (2] 10)])  Fw.0))))

» CORRIGE DE L'EXERCICE 2.
1. Fy B F» si et seulement si pour toute structure M, [F}|M = [Fp]M.

2. Supposons Fi insatisfiable et montrons Fy V Fy |H F,. Par définition, pour toute structure M,
[F1]M = 0 et en effectuant une somme avec [F5]M des deux cotés de 1’égalité on obtient [Fy M+ [Fp]M =
0+ [Fo]M et puisque 0-+[F5]M se simplifie en [F3]™ (équivalence E3.2) et il vient [F} M+ [[HM = [Fp]M.
On a donc bien Fy V Fy & Fy car [Fy V )M = [FM + [Fp)M = [FM.

3. a.

[(ANB)V (ANB)M = [AABM + [2AA=BM = ([AM[BIM) + (=AM [-BIM)

= ([APMLBM) + ([AM[BIM) = (Im(A) Im(B)) + (Im(A).Im(B))




(Im(A) In(B)) + (Im(A) In(B))

UL (Ina(A) Tna(B)) + Tna(A))-(Tna(A) Ina(B)) + Tna(B)
L T (A) + (Ta(A) I (B))- (Tu(B) + (Ina(A) I (B))
PR (T(A) + Tt (4))-(Tna(A) + Tna(B))).
LD (g (A) + T (). (Tt (A) + Tna(B))).
L (1 (T (A) + Tna(B)))- (T (B) + Tna(4)).1)
(E2.24+E2.6))

= (Im(A) + Inm(B)).(Im(B) + Im(A))

ssi
ssi
ssi
ssi
ssi
ssi

(A= B)A(B= AM

(|
N

F est une formule valide

pour toute structure M, [F]M =1

pour toute structure M, [A = BJM.[B = AM =1

pour toute structure M, [A = BM =1et [B= AM =1
A = B est valide et B = A est valide

AEBetBEA

AEB

par définition)

question 3.c.)

par définition du produit)
par définition)

résultat vu en cours)
résultat vu en cours)



{1

(1)

montrons ((AAB)V (mAA-B))= (A= B)

(2)

supposons hy : (AA B)V (mA A —B), montrons A = B

(3)

supposons hs : A, montrons B

(4)

montrons (AA B)V (mAA-B)
c’est 'hypothese hq
CQFD (Ax)

supposons h3 : A A B, montrons B

(6)
(6)

montrons A A B
c’est 'hypothese hg
CQFD (Ax)

cqQrp (ET)

supposons hy : 7A A =B, montrons B

(7)

montrons false = B

(8)
(8)

supposons hs : false, montrons B
d’apres 'hypothese hs
CQFD (E))

CQFD

(7)

(=)

(8)

montrons false

(9) montrons - A

(10) montrons "A A -B
c’est 'hypothese hy

(10) cqQFD (Ax)

(9) carp (B))

(10) montrons A
c’est 'hypothese hy

(10) cQFD (Ax)

(8) cqQFD (E-)
(6) CQFD (E=)
(3) oQrD (Bv)
(2) cQFD (1)
CQFD (1)

» CORRICE DE L’EXERCICE 3.
La formule Fj est valide.

(1)

(1)

montrons (JzVyp(x,y)) = Jrp(z, x)

(2) supposons hq : 3z Vy p(x,y), montrons Iz p(x, x)
(3) montrons Iz Vy p(z,y)
c’est 'hypothese hq
(3) CQFD (Ax)
(4)  soit une nouvelle variable w, supposons hs : (Vy p(x,y))[z = w)
Yy p(w,y)
montrons 3z p(x, )
(5) montrons p(w,w)
——
p(w,y)[y:=w]
(6) montrons Vy p(w,y)
c’est I’hypothese ho
(6) CQFD (Ax)
(5) CQFD (Ey)
(4) cQFD (I3)
(2) CQFD (E3)
CQFD (1)




La formule F5 n’est pas valide puisque si l'on considere la structure M; de domaine |M;| = IN telle
que PMl ={(n1,n2) | n1 <ng}ona:

Vo (Byp(z,y)) = Jzp(z,2)) M =

car [y p(e,y)) = Izp(z,2)35 o = Byp(z, )i g + Bzp(z o)) g =0+0=0
En effet, d’'une part [Elyp(:z,y)}%ml{_m = 0 puisque [E!yp(x,y)]g/[[gjﬁo] =1 car [p(x,y)]g/[[gjﬁo][yku =1
M;

. D’autre part, [EIZP(ZJ)}%Q—O] =0

= 0 puisque il n’existe pas d’entier naturel strictement

car 0 < 1 et donc ([55]%;—0][%—1]’ [y]%;lko][yﬁll) =(0,1) ep
car pour chaque m € IN, [p(z,x)]v[xﬂ_o][zkm]
inférieur a 0 et donc ([z]gﬁ}(_o][z&m], [az]%xlko][’z(_m]) = (m,0) ¢ pM1.

La formule F, est satisfiable car si 'on considere la structure My de domaine |My| = IN telle que
pM2 = {(ny,n2) | n1 =no} on a:

Vz (Fyp(z,y)) = Izp(z,2))M2 =1

car [(Byp(z,y)) = Jzp(z, x)]%j{_m] = 1 pour chaque m € IN
car [Elyp(x,y)]%;%m} + [Ezp(z,a:)}i\%(_m] = [Elyp(fn,y)]%;%m} +1 =1 pour chaque m € IN
En effet, [Elzp(z,x)]%xim] =1 car [p(z,x)]xjkm][zkm] = 1 puisque ([z]ll)/[[;%m][zem], [x]%;em}[zem}) =

(m,m) € pMz.

» CORRIGE DE L’EXERCICE 4.

1. Définition inductive de T (X, F) :

— pour tout z € X, z € T(X, F)

—site T(X,F), alors g(t) € T(X,F)

2. On montre la double inclusion.

(€) Pour montrer 7(X,F) € U,entg"(z) | + € X}, nous montrons ¢t € |J,en{9" (%) | © € X} par
induction sur t. Sit =2 € X alors on a t = ¢°(x) = x ce qui permet de conclure, sinon, t = g(t') et,
par hypothése d’induction, t' € |J,en{9" () | z € X}. 1l existe donc un entier p tel t' = gP(x), et on
obtient alors t = g(t') = g(gP(x)) = g**'(x) ce qui permet de conclure.

(2) Pour montrer |J,cn{9"(z) | * € X} C T(X,F), il suffit de montrer que pour tout entier p et
tout symbole de variable z, ¢g’(z) € T(X,F). On procede par récurrence sur p. Si p = 0, alors
¢’(z) = x € T(X,F), puisque z est un symbole de variable. Supposons que gP(z) € T(X,F), et
montrons ¢g?*(z) € T(X,F). On a g’tl(z) = g(gP(z)) et puisque gP(x) € T(X,F) et f est un
symbole de fonction d’arité 1, on a bien g?™!(z) € T(X, F).

3.a. Si l'on considere la structure M dont le domaine est ’ensemble IN des entiers naturels et telle
que eg™ = {(k,k) | k € IN}, alors la formule F' exprime que la fonction g est une fonction surjective
sur IN. En définissant g™ par la fonction g™ (n) = 2n + 1 on a alors [F]M = 0 car g™ n’est pas une
fonction surjective (les entiers naturels pairs ne sont 'image d’aucun entier par g).

b. Sil’on considere des structures M telles que [M| = {a, b} et e¢g™ = {(a,a), (b, )}, alors la formule F
exprime que g™ est une fonction surjective de {a,b} vers {a,b}. Il existe uniquement deux fonctions

surjectives de {a, b} dans {a,b} et il existe donc uniquement deux structures de domaine |[M| = {a, b}
telles que eqg™ = {(a, a), (b,b)} et [F]M =1 :
M, ‘ M,
(0 = a | 7 =5
gM(b) =b | g2 (0) =a




