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Examen 2éme session L2-L3 du 03/07/2020
Durée 1h30

Téléphones et ordinateurs interdits. Le seul document autorisé est le formulaire des équivalences
sur les expressions booléennes et des regles de la Déduction Naturelle. Inscrire votre numéro
d’anonymat sur votre copie.

Exercice 1 (1,5+(0,5+1)4(141)=5 points)
Soit F' € IF(X, F,P) la formule représentée par :

U OCLOL) - (oo eo)nen)

ou chaque case peut contenir un unique symbole : soit un quantificateur, soit un symbole de I’ensemble
X = {x,y, z}, soit un symbole de 'ensemble F = FyUF;, avec Fy = {k} et Fo = {f}, soit un symbole
de l'ensemble P = P; U Py avec P; = {p} et P2 = {¢}. On souhaite que F' vérifie les contraintes
suivantes :
— 1z admet uniquement deux occurrences libres et une occurrence liée par le quantificateur V
dans F,
— y admet uniquement une occurrence liée par le quantificateur V et une occurrence liée par le
quantificateur 3 dans F,
— 2z admet uniquement une occurrence libre dans F',

1. Remplir les cases de F' pour que les contraintes soient respectées.
2. Dessiner I’arbre de syntaxe de la formule F' et encadrer les occurrences libres de variable.

3. Proposer une cloture universelle F’ de F' puis renommer certains symboles de variable de F’
pour obtenir une formule F” logiquement équivalente & F’ et dans laquelle les quantificateurs
portent sur des symboles de variable différents.

Exercice 2 (14(142)+6=10 points)
1. Donner la définition (mathématique) de I’équivalence de deux formules F; et F» de IFo(F,P)
(F1 H F2).
2. Soit A, B et C trois formules atomiques et F; et F5 les deux formules suivantes :

Fr=(AVvB)= (AVC(C) F,=Av(B=0C)
(a) Etant donnée une structure M, calculer les expressions booléennes [F1]M et [F3]™ en fonc-

tion de Int(A), Ini(B) et Im(C) (sans effectuer de simplification).

n utilisant un raisonnement équationnel, montrer que Fi » (indiquer a chaque étape
b) En utilisant i t équati 1, trer que I} 5 Fy (indiq a chaque étap
le nom de I’équivalence utilisée).

3. En utilisant les régles de la déduction naturelle (et les regles dérivées du formulaire), prouver
la formule (AV (B=C))= ((AVB)=(Av()).

Exercice 3 (0,54142+(0,54-0,54-0,5+1)43+2=11points)
Soit F = Fy U F, un ensemble de symboles de fonction avec Fo = (J;en{ki} et Fo = {®,0,0}, et
P =Py = {p,q} un ensemble de symboles de prédicat.





1. Particulariser la définition de l’ensemble de termes 7o(F) pour l'ensemble F.

2. Donner une définition inductive du nombre d’occurrences nb,,(t) de symboles de Fs, et du
nombre d’occurrences nby(t) de symboles de constante de Fy, dans un terme t € To(F).

3. Montrer par induction sur t € To(F) que nbypy(t) = nby(t) — 1.

4. Soit M; la structure dont le domaine |M;| = pf(IN) est 'ensemble des parties finies de IN
(chaque élément E de |M;| est donc un ensemble fini d’entiers) telle que :

kzlv[l:{oalf":i} @Ml:pf]N)pr ]N’)_>pf(]N)
={nelN|n<i} oM\(E;, E;) = E; UE,

)

oM pp(IN) X pp(IN) = pp(IN)  OM1 2 pp(IN) x pf(IN) = o (IN)
oMU(E;, Ej) = E; \ E; oM (E;, Ej) = E; N E;

<

a) Calculer [®(k;, k;)|M1 lorsque i < j.
b) Calculer [©(k;, k;)|M lorsque i > j.
(¢) Calculer [®(k;, k;)]M! lorsque i < j.

(d) Donner un terme ¢ tel que [t]M! = {2,3,7}.

5. Etant donnés deux termes t1,t2 € To(F), on définit la formule :

(
(

Ftl,tz = (p(t17t2) = q(Q(tlth)utl)) A (q(Q(tlatQ)atl) = p(tlth))
(a) Montrer que [F}, +,]M = 1 lorsque M est une structure telle que :
pM = {(m1,m2) € M| x M| | (@M (m1,m2),m1) € ™}

(b) On complete la structure M de la question 4 en interprétant le symbole ¢ par la relation
d’égalité sur les ensembles :

™M = {(Ey, Ey) | By = By}

Si la structure M vérifie la propriété de la question précédente, quelle est la relation sur
les ensembles définie par pM1 ?

Exercice 4 (8 points) Les étudiants ayant suivi 'UE de logique au premier semestre doivent uni-
quement traiter la question 1. tandis que ceux ayant suivi ’'UE de logique au deuxiéme semestre
doivent uniquement traiter la question 2.

1. Etudiants du premier semestre. En utilisant les régles de la déduction naturelle (et les
regles dérivées du formulaire), prouver la formule 3x Vy —p(z,y) = —VaIy p(x, y).

2. Etudiants du deuxiéme semestre. En utilisant les regles de la déduction naturelle (et les
reégles dérivées du formulaire), prouver la formule ((AV B) = (AV C)) = (AV (B = C)).
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Corrigé de I'’examen 2éme session L2-L3 du 03/07/2020

» CORRICE DE L’EXERCICE 1.

L (v (@@ E)) = (VEEpe (7] (@ @)) viE @ .6)

2. L’arbre de syntaxe de F' est (les occurrences de variable libre sont encadrées sur l’arbre représentant F,
les autres occurrences sont liées) :

=
Vy/ \\/
| RN

q (@] f(y, k) v|m q([z],[z])

p(f(z,y))

2. F!' =VxVz F. Pour obtenir F” il suffit de renommer les variables liées de F’ comme suit :

F" =2z ((Yyq(z, f(y, k) = (Y2131 p(f (21, 31))) V q(, 2)))

» CORRIGE DE L’EXERCICE 2.
1. Fy = F si et seulement si pour toute structure M, [F{|M = [[]M,

2.a.
(M =[AVBM + [Av M = [AM + [BIM + ([A]M + [CTM)
=Im(4) + Im(B) + (Im(4) + Im(C))
(M = [AM +[B = CIM = [AM + ([BM + [C]M) = Im(4) + (Im(B) + Im(C))

b. En posant x = Inm(A), y = Im(B) et z =Ipm(C), on a :




(1) montrons (AV (B=C))= ((AVB)= (AVv())

(2) supposons hy : AV (B = C),hs : AV B, montrons AV C
(3) supposons hs : A, montrons AV C
(4) montrons A

(4) cQFD (Ax avec hs)
(3) cqFp (I9)

(4) supposons hy : B = C, montrons AV C
(5) supposons hs : A, montrons AV C
(6) montrons A

(6) CQFD (Ax avec hs)
(5) carp (I%)

(6) supposons hg : B, montrons AV C
(7) montrons C

(7)  cQFD (D= avec ha, hg)
(6) cqrp (I%)

(4) cQFD (Dy avec hs)

(2) cQFD (Dv avec hi)

(1) cqrp (I2)

» CORRIGE DE L’EXERCICE 3.

1. Définition inductive de To(F) :

Pour tout i € IN, k; € To(F).

Sity,ty € 76(.7'—), alors @(tl,tQ) € 76(.7), @(tl,t2> S 76(.7'—) et @(tl,tz) S 76(]:)
2.

1 sit= ]Ci 0 sit= ki
nbk(t) = nbk(tl) + nbk(tg) sit= f(tl, tg) ’I’Lbop(t) = 1+ nbop(tl) + nbop(tg) sit = f(tl, tg)
avec f € Fo avec f € Fo

3. On procede par induction sur ¢. Si t = k; alors nbey(k;) = 0 = nby(k;)) —1=1—1. Si t = f(t1,t2)
ou f € Fy, alors :

nbop(f(t1,t2)) =14 nbep(t1) + nbep(t2) (par définition)
=1+ nby(t1) — 1+ nbg(t2) — 1 (par hypothese d’induction)
= nbg(t1) + nbg(t2) — 1 = nbg(f(t1,t2)) — 1 (par définition)
4.a. Pouri<jona:
[@(ki7kj)]Ml = ®Ml (ky17k?41> = {0717'” ,i}U{O,l,-~- yUyt 41, 7]} = {0717'” a]} = [kj]Ml
4.b. Pour ¢ > jon a:
[@(k'L’kJ)]MI = @Ml (kll\/h’k;vll) = {0717 7]7]+172}\{0717 7]} = {]+ 1’j+27 ’Z}
4.c. Pour e < jona:
[Q(klak])]Ml = ®Ml (kiv[l’k;vh) - {0717 7Z}m{0717 7271+17 7]} = {0717 72} = [kl]Ml
4.d. En remarquant que :

{2,3,7} =1{2,3,4,5,6,7}\ {4,5,6}
=({0,1,2,3,4,5,6,7} \ {0,1}) \ ({0,1,2,3,4,5,6, } \ {0,1,2,3})

4



on peut choisir t = ©(S(kr, k1), ©(ke, k3)).
5.a.On a :

p(t1,ta) = q(O(t1,t2), 1)) A (g(O(t1, t2),t1) = p(ta, t2))M
(t1,t2) = q(O(t1, t2), )M - [q(O(t1, ), £1) = p(t1, t2)]M
[p(t1, )™ + [a(@ (11, 12), 1)M) - (Ot t2), () + [p(tr, t2)]M)
[p(t1, t2)I™M - [g(O(t1, t2), )M + [p(tr, t2)]M - [p(t1, t2)]M
+ [g(O(t1, t2), t)IM - [g(O(t1, ta), t2)M + [g(O(t1, t2), t1)]M - [p(t1, 12)]M
= [p(ti, )™ - [g(O(t1, t2), t1)IM + [g(O(t1, t2), t)]M - [p(t1, t2)]M

[Ft1,t2]M = [

—

3

Il
N\

On distingue deux cas :

(7) Si ([ ] , [t2] ) pM, alors, par définition de p™M, ( ([t1 M [ta] ) M) , et on obtient
[p(ty,t2)M = 1 et [q (tl,tg) t)M = 1, et donc [q(O(t1,t2),t1)]M - [p(tl,tg)]M = 1 ce qui permet
d’obtenir [Ft1 t2]

(©
=1.

(i) Si ([t1] M) ¢ pM, alors, par définition de pM, (OM ([t1]M, [t2]M) , [t1]M) ¢ g™, et on obtient
[g(

[p(ty, t2)]M = 0 et [q @(tl,tQ) DM = 0, et donc [p (tl,tg)]M Jq(O(t1,t2), )M = 1 ce qui permet
d’obtenir [Fy, ,]M = 1.

5.b. On a :

([ )™, []M) €
ssi (@M1 ([t M1, [tg] ) [t ™M ) € g™t  (par définition de pM1)
ssi OM1 ([t M1 [t]M1) = ;1M (par définition de ¢™1)
ssi [t1)M1 N [tg)M = [t)Mr (par définition de ©M?)
ssi [t )Mt C [tg)M

On a donc le == {(El,EQ) | E1 - EQ}

» CORRICGE DE L’EXERCICE 4.
1.

(1)  montrons 3z Vy —p(z,y) = ~VaIyp(z,y)

(2) supposons hi : 3z Vy —p(x, y), montrons ~VaIy p(z,y)

(3) supposons hg : VzIy p(x,y), montrons false

(4) soit une nouvelle variable z1, supposons hs : Yy —p(x1,y), montrons false

(5) montrons Iy p(z1,y)

(5) cQFD (Dy avec ha)

(6) montrons ~Jy p(z1,y)

(7) supposons h4 : Jy p(x1,y), montrons false

(8) soit une nouvelle variable y1,

supposons hs : p(x1,y1), montrons false
(9)  montrons —p(z1,y1)
(9) CQFD (Dy avec hs)
(10) montrons p(z1,y1)
(10) cQFD (Ax avec hs)

(8) CQFD (E-)

(7)  cQFD (D3 avec ha)

(6) cQrFp (I-)

(4) cQrFDp (E-)

(3) cQFD (D3 avec hi)

(2) cQFD (I-)

(1) caqFp (Is)




(1)

(1)

montrons ((AV B) = (AVC))= (AV (B=C))

(2)

supposons hy : (AV B) = (AV C),montrons AV (B = C)

3)

(3)

supposons hs : A, montrons AV (B = C)

(4) montrons A
(4) cQFD (Ax avec hs)

cQFD (1Y)

(4)

supposons hs :

- A, montrons AV (B = C)

(5) montrons B = C

(6)

supposons h4 : B, montrons C

(7

supposons hs :

—C, montrons false

(8)

montrons AV C

(9)
(9)

montrons (AV B) = (AV C)
CQFD (Ax avec hi)

(10)

(10)

montrons AV B

(11) montrons B

(11) cQFD (Ax avec hy4)
cqFp (I19)

CQFD (E=)

montrons —(A V C)

(10) supposons he : AV C, montrons false
(11) supposons h7 : A, montrons false
(11)  cqQFD (D} avec hr, hs)
(12) supposons hg : C, montrons false
(12)  cqQFD (D} avec hs, hs)

(10) cQFD (Dv avec he)

(9) cqFDp (I-)
() carp (B,
(6) CQFD (Abs)
(5) cqFD (I-)
(4) carb (%)
(4) cQFDp (DrE)

CcQFD (1)




