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Le seul document autorisé est le formulaire de regles de la Déduction Naturelle.
Téléphones, Calculettes et Ordinateurs interdits.
Inscrire votre nom et votre numéro de groupe de TD sur votre copie.
La note (entre 0 et 60) est le minimum entre 60 et la somme des points obtenus (entre 0 et 63).

Exercice 1 (3444 (141)+(342+2)=16 points)

1. Etant données deux formules de la logique des propositions Fj et F5, donner la définition
(mathématique) de Fy = Fs.

2. Démontrer qu'une formule F' de la logique des propositions est valide si, et seulement si, true = F'.
3. Soit p un symbole de proposition.

(a) A-t-on true =p A —p 7 (Justifier.)

(b) A-t-on p A —p = true ? (Justifier.)
4. On considere la formule (=pV q) = (¢ = p).

(a) Exprimer [(—=pV q) = (¢ = p)]! en fonction de I(p) et I(q).

(b) Cette formule est-elle satisfiable ? (Justifier.)

(c) Cette formule est-elle valide ? (Justifier.)

Exercice 2 (34646=15 points)

Une élection est organisée pour sélectionner I’acteur qui incarnera le premier role dans la série “Les
Revenants”. Trois vieux amis de longue date, Nicolas, Alain et Francois décident de se présenter a
cette élection. Nicolas et Alain font les déclarations suivantes :

Nicolas : “Si au moins l'un de nous trois triche, alors nous trichons tous les trois.”
Alain : “Si Nicolas triche, alors Frangois triche aussi.”

1. Exprimer par une formule de la logique des propositions les déclarations de Nicolas et Alain en
utilisant les propositions suivantes :

p . “Nicolas triche.” q : “Francois triche.” r . “Alain triche.”

2. Si 'on suppose que Nicolas et Alain mentent toujours, que peut-on en déduire ?

3. On suppose maintenant que Frangois triche, peut-on déduire qui ment 7 qui dit la vérité ?

Exercice 3 (84-8=16 points)
En utilisant les regles de la déduction naturelle, prouver les deux formules suivantes :

1. (AvB)= (A= B)=B)
2. 7(AVvB)= (mAN-DB)



Exercice 4 (64+(44+6)=16 points)
Soit F = Fp U F; un ensemble de symboles de fonction avec Fy = {V, F} et F1 = {c} (c-a-d V et
F sont des symboles de constante et ¢ est un symbole de fonction d’arité 1). Pour tout entier n, on
définit les termes :

CV)y=v L(F)=F

V) =c(c*(V) " THE) = c(c(F))

1. Montrer que T (0, F) = LEJ]N{C”(V),C”(F)}.

2. On considere la structure M de domaine [M| = {0, 1} telle que :

M
pu_y A0 {01
R0 )

(a) Calculer [c(F)M et [c(c(V))M.

v

(b) Montrer que Vn € IN Vk € {V, F} [¢"(k)]M = [k

v o
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» CORRIGE DE L'EXERCICE 1.
(1). Fy |= F; si, et seulement si, pour toute interprétation I, si [F1]! = 1, alors [F]! = 1.
(2). On a:
true = F

ssi pour toute interprétation I, si [true]l =1 alors [F]! =1

ssi  pour toute interprétation I, si 1 =1 alors [F]! =1

ssi pour toute interprétation I, [F]! =1

ssi F est valide

(3). (a). Non car p A —p est insatisfiable et n’est donc pas valide. (b). Oui car I’ensemble des
interprétations I tel que [p A —p]! = 1 est vide.
(4). (a). Construction de 'expression booléenne :

[(=pVaq) = (¢=p)]'

=[pVa'+la=p' ="+ (g + (g + [p)" = 1(p) + X(q) +I(q) +1(p)
Simplification de I'expression booléenne :
I(p) +1(q) + L(q) + I(p)
= I(p).I(g) +I(g) +I(p) (E4.4)
= 1(p)I(g) +L(q) + I(p) (E1.2)
= .. =1(p)I(g) +1(p) +Lq) (E3.1) et (E3.4)
= I(p).1(g) +I(p).1+1(q) (E2.6)
= I(p).(I(q) +1) + 1(q) (E4.1)
= I(p).1+1(q) (E3.7)
= I(p) +1(g) (E2.6)

(b). Pour une interprétation I telle que Iy (p) = I;(¢) = 1, ona [(—pVq) = (¢ = p)|" =Ii(p)+11(q) =
1 car:
raisonnement équationnel | calcul

_ 1+1
_ i“ (E3.3) - 140 (I=0)
- ' =1 (1+0=1)

et donc (—p V ¢) = (¢ = p) est satisfiable. (c). Pour une interprétation I telle que Is(p) = 0 et

L(g) =1,ona[(-pVq) = (¢=p)" =Ix(p) + Ia(q) = 0 car :

raisonnement équationnel | calcul

_ ol 041
S R
= 0 (E1.2) =0 (0+0=1)

et donc (—p V q) = (¢ = p) n’est pas valide.



» CORRIGE DE L'EXERCICE 2.
(1). Nicolas (formule Fy) : (pVqgVr)= (pAgAT) Alain (formule Fy) : p= ¢

Sans utiliser de table de vérité.
Construction de I’expression boolénne [Fy]! :

[Fn]' =[pVaVvrt+pAagar] =[p"+ g + [r]' + [P (g . [7]' = I(p) + L(q) + L(r) + L(p).1(q).I(r)

Simplification de I'expression boolénne [Fy]! :

Construction de I'expression boolénne [F4]" :

[Fa]t = [p]f+ [0 = 1(p) + 1(q)

(2). Si l’'on suppose que Nicolas et Alain mentent toujours, alors [Fy]T =1 et [F4]T = 1.
Simplification de 1’expression booléenne [Fy]! :

[Fn]' = I(p).X(g).I(r) + 1(p).I(q).I(r)
= 1(p).1(q).X(r).X(p).I(q).I(r) (E4.4)
= (I(p) + I(q) + 1(r)).I(p).1(g)-1(r) (E4.3)
= (I(p) + I(q) + 1(r)).I(p)-1(g).1(r) (E1.2)
= (I(p) + I(q) + I(r)).(I(p) + I(q) + I(r)) (E4.3)

Puisque [F4]! = I(p).I(q) = 1, on a forcément I(p) = 1 et I(q) = 0 et donc on peut conclure que
Nicolas triche et Francois ne triche pas. Par contre on ne peut rien en déduire sur Alain puisque
lorsque I(p) =1 et I(q) =0, on a :

(I(p) + I(q) + I()).(I(p) + I(q) + I(r)) = (1 + 0+ I(r)).A+0+1I(r)) = 1.1=1

quelle que soit la valeur de I(r).
(3). Si l'on suppose que Frangois triche, alors I(¢) = 1 et il vient :

(p).X(q).X(r

Il
-

[Fn]! +1(p) X(q) X(r) = 0+ I(p) X(r) = I(p).I(r)

~—

(p) +1(q)=1I(p)+1=1

I
-

[Falt

On peut donc en déduire que Alain dit la vérité mais on ne peut rien dire sur Nicolas.



En utilisant une table de vérité.

I(p) | L(q) | I(r) | [FN]" | [Fa]" | [=FN A —Fal

0] 0] 0 1 1 0

0] 0| 1 0 1 0

0] 1] 0 0 1 0 I
0 | 1| 1 0 1 0 L,
1 0] 0 0 0 1 I,
1 |0 | 1 0 0 1 I
1 [ 1]0 0 1 0 I,
1T [ 1 ] 1 1 1 0 To

(2). Seules les interprétations I; et I expriment que Nicolas et Alain mentent toujours, et pour ces
interprétations on peut remarquer que Ij(p) = Ia(p) = 1 et I;(q) = I2(¢) = 0. On peut donc en
déduire que Nicolas triche et Francois ne triche pas puisque —Fy A =F4 |= p A =q. Par contre, on ne
peut rien déduire sur Alain puisque I;(r) = 0 et Io(r) = 1.

(3). Seules les interprétations I, I4, I et I expriment que Francois triche, et pour ces interprétations
on peut remarquer que [Fa]®8 = [Fa]14 = [Fa]'s = [F4]% = 1. On peut donc en déduire que Alain
dit la vérité puisque ¢ = F4. Par contre, on ne peut rien déduire sur Nicolas puisque [F’ N}I?’ =0cet
[F N}IG =1.

» CORRICE DE L’EXERCICE 3.

(1) montrons (AV B)= (A= B)= B
(2) supposons hy : AV B
montrons (A = B) = B
(3) supposons he : A= B
montrons B
(4) montrons AV B
c’est ’hypothese hq
(4) cQFD (Ax)

(5) supposons hs : A
montrons B
(6) montrons A= B
c’est 'hypothese ho
(6) cQFD (Ax)

(7) montrons A

c’est 'hypothese hs
(7) cqQFD (Ax)
(5) CQFD (E=)

(6) supposons hy : B
montrons B
c’est ’hypothese hq
(6) CQFD (Ax)
(3) cQFD (BEv)
(2) caqrp (Is)
(1) caqrp (Is)




(1) montrons =(AV B) = (mAA-B)

(2) supposons h; : =(AV B)
montrons ~A A -B

(3) montrons —A

(4) supposons ha : A
montrons false

(5) montrons (A V B)
c’est I’hypothese hy

(5) cQFD (Ax)

(6) montrons AV B
(7) montrons A
c’est 'hypothese ho
(7) CQFD (Ax)
(6) carD (17)

(4) montrons =B
(5) supposons hs : B
montrons false
(6) montrons =(AV B)
c’est 'hypothese hq
(6) cQFD (Ax)

(7) montrons AV B
(8) montrons B
c’est I’hypothese hs
(8) CQFD (Ax)
(7)  cqFDp (I%)
(5) o (Bo)
(4) cQFD (I-)
(2) cqQFDp (1))
(1) cqFD (I)

» CORRIGE DE L'EXERCICE 4.

(1). On montre la double inclusion.

(€). Pour montrer que 7(0,F) C U,enic"(V),c"(F)}, nous montrons, par induction sur ¢, que
t € Upenic"(V),c"(F)}. Puisque I'ensemble de variables considéré ici est vide, seulement deux cas
sont possibles. Sit =k € {V, F} alors on a t = c’(k) = k ce qui permet de conclure, sinon, t = ¢(t')
et, par hypothese d’'induction, t' € | J,en{c"(V),c"(F)}. 1l existe donc un entier p tel t' = cP(k) avec
k € {V,F}, et on obtient alors t = c(#') = ¢(cP(k)) = ’*1(k) ce qui permet de conclure.

(2). Pour montrer |J,,cn{c™(V),c™(F)} € T(0,F), il suffit de montrer que pour tout entier p, pour
tout k € {V, F}, (k) € T(0,F). On procede par induction sur p. Si p = 0, alors c°(k) = k € T(0, F),
puisque k est un symbole de constante. Supposons que c?(k) € T (0}, F), et montrons que cP*1(k) €
T(0,F). On a cPT(k) = c¢(cP(k)) et puisque cP(k) € T(0,F) et c est un symbole de fonction d’arité 1,
on a bien c?T1(k) € T(0,F).

(2). (a).

[e(F)]
[e(e(V))]

M
v
M
v



Supposons que [¢2(k)]M = [k]M, et montrons [¢2**1) (k)M = [K]M. On a :

v v

[V RIT = [ (k)]

M (R

= M (M ([e2n ) 31

v

MEMER)

v

)

(hypothese de récurrence)

ce qui permet de conclure puisque si k = V, il vient [¢2FD (V)M = M(M(1))

k= F, il vient [2+tD(F)M = M(M(0)) = 0 = [F]

M

v ot



