Licence Informatique - 31006 - Année 2017/2018 Logique

Examen partiel du 07/11/2017
Durée 1h30

Téléphones, calculettes et ordinateurs interdits.

Le seul document autorisé est le formulaire des équivalences sur les expressions booléennes et
des regles de la Déduction Naturelle. Inscrire votre nom et votre numéro de groupe de TD sur
votre copie. La note (entre 0 et 60) est le minimum entre 60 et la somme des points obtenus
(entre 0 et 69).

Exercice 1 (14+414+1+2+242=9 points)
A partir de I’ensemble de symboles de variable X = {w,z,y, 2z} on définit la formule F' € F(X,F,P)
suivante : Vy (p(f(9(2),y)) AV (q(9(2), ®) = 3z p(f(z,w))))

1. Quels sont les symboles de fonction apparaissant dans cette formule 7
Quels sont les symboles de prédicat apparaissant dans cette formule ?
Quels sont les termes apparaissant en argument des symboles de prédicat de F' 7
Déterminer ’ensemble Free(F') des variables qui ont au moins une occurrence libre dans F.
Quelles sont les variables de Free(F') qui admettent au moins une occurrence liée dans F' 7
Déterminer une cloture universelle de la formule F'.
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Exercice 2 (104+12=22 points)
Avec les regles de la déduction naturelle prouver les deux formules ci-dessous (on pourra utiliser les régles
dérivées du formulaire).

(AVvB)= (A= B)= B) ((AV-B)AB) = A)
Exercice 3 (24 (5+6+342+2)=20 points)

1. Donner la définition d’une formule de IFo(F,P) valide.
2. Soit F' la formule ((AV —-B) A B) = A.

(a) Etant donnée une structure M, calculer I’expression booléenne [F]
Inm(B) (sans effectuer de simplification).

(b) En utilisant un raisonnement équationnel, montrer que F' est une formule valide (indiquer &
chaque étape le nom de I'équivalence utilisée).

(c) A-t-on (AV-B)ABE A7 (justifier)

(d) Soit F; une formule quelconque. A-t-on =F = F; ? (justifier)

(e) Soit Fy une formule telle que F' |= Fy. La formule Fy est-elle satisfiable 7 valide ? (justifier)

M en fonction de Ing(A) et

Exercice 4 (24 (14+3+4+4)+(444)=18 points)
Soit F = Fy U F1 U Fp un ensemble de symboles de fonction avec Fy = {a,b}, F1 = {®} et Fo = {D}.
1. Particulariser la définition de I’ensemble de termes 7o(F) pour I'ensemble F = {a,b, ®, ®}.
2. On définit une structure M7 dont le domaine est ’ensemble IN des entiers naturels comme suit :
aM =0 oM NN M :NxIN—-N
pMi = 9 @Ml (n) =n @Ml (nl, nz) =n1 +n9

(a) Calculer [®(®(b),a)M1.
(b) Donner une définition inductive du nombre nba(t) d’occurrences de la constante a dans un
terme t € To(F).
(c) Montrer par induction que pour tout terme t € To(F), [t]™M! est pair.
3. Soit F' la formule logique p(®(a), ®(a,b)) = p(®(a,b), ®(a)).

(a) Définir une structure My telle que [F]M2 = 1. (justifier)
(b) Définir une structure M3 telle que [F]Ms = 0. (justifier)
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Corrigé de I'’examen partiel du 07/11/2017

» CORRIGE DE L'EXERCICE 1.

(1). Symboles de fonction apparaissant dans F': f € Fy et g € Fi

(2). Symboles de prédicat apparaissant dans F' : p € Py et g € P2

(3). Termes apparaissant en argument des symboles de prédicat de F': f(g(x),y), 9(z), x et f(z,w)

(4 et 5). Les occurrences de variables libres sont encadrées sur I’arbre de syntaxe abstraite de la formule F’
(les autres occurrences sont liées) :

vy
!
p(f(g(),y))/ \V:U
!
q(g()ﬂ:)/ \alz
p(f(z,[w])

On a donc Free(F) = {w, x, z} et les variables x et z admettent une occurrence liée dans F.
(6). Cloture universelle de F' : VwVaVzVy (p(f(g(x),y)) AVz (q(g(2),z) = Fzp(f(z,w))))

» CORRIGE DE L'EXERCICE 2.

(1) montrons (AV B) = (A= B)=B
(2) supposons h; : AV B, montrons (A = B) = B
(3) supposons h2 : A = B, montrons B
(4) montrons AV B
c’est I’hypothese hy

(4) cqFD (Ax)

(5) supposons hs : A, montrons B
(5) cQFD (D= avec ha, hg)

(6) supposons h4 : B, montrons B

c’est ’hypothese hg
(6) cqQFD (Ax)
(3) cQrFp (Ev)
(2) cQFD (I=)
(1) cqFD (Is)




(1) montrons ((AV-B)AB)= A
(2) supposons hy : (AV —B) A B,montrons A
(3) montrons AV —B

(3) cqrp (DX) avec h1)

(4) supposons hy : A, montrons A
(4) cQFD (Ax)

(5) supposons ho : =B, montrons A

(6) montrons false = A

(7) supposons hg : false, montrons A
d’apres '’hypothese hs

(7) cqFDp (E.)

(6) cqFD (I-)

(7) montrons false

(8) montrons B
c’est ’hypothese ha

(8) cQFD (Ax)

(9) montrons B

(9)  cqQFp (D avec h1)

(7) cQrDp (E-)

(5) CQFD (E=)

(2) cQFD (BEv)

(1) caqFDp (Is)

» CORRIGE DE L’EXERCICE 3.
(1). Une formule F € TFo(F,P) est valide si et seulement si pour toute structure M, [F]M = 1.
(2.a).

[FM = AV B) A B + [AM = [AV B[ [B[M + [AM = ([P + B, [BM + [A]M
= (AP -+ [BIM).(BIM + (A = (I (4) + Tu(B) Tt (B) + Tn(4)

(2.b).
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(2.c). Puisque ((AV —B) A B) = A est une formule valide, on a (AV —=B) A B = A (propriété : P = Q
est valide ssi P |= Q).

(2.d). Puisque F' est une formule valide, —=F est une formule insatisfiable et 1’ensemble des structures M
telles que [F]™ = 1 est vide et on a donc bien ~F |= Fy.

(2.¢). Puisque F est une formule valide, pour toute structure M on a [F]M = 1 et puisque F |= F, pour
toute structure M on a également [[5]M = 1. La formule F5 est donc une formule valide et satisfiable.

» CORRIGE DE L’EXERCICE 4.

(1). Définition inductive de To(F) :

a € To(F)

b e To(F)

Sit e To(F), alors ©(t) € To(F).

Sity € To(F) et ta € To(F), alors @(t1,t2) € To(F).



(2.a).

[®(00),a)M =M (o)™, [aM) =M (@M ([)M), oMr) = @M (M (HM), M)
= M1(eM1(2),0)=2+0=2

(2.b). Définition inductive du nombre nba(t) d’occurrences de a dans t € To(F) :

1 sit=a
0 sit="»
mba(t) = 3 Lba(t) sit= o)

nba(tl) + nba(tg) sit= @(tl, tg)

(2.c). Par induction sur t.

Si t = a alors [a]™M! = 0 est un entier pair.

Si t = b alors [b|M! = 2 est un entier pair.

Soit ¢ = ®(t1), par hypothese d’induction [t;]™M1 est pair et [©(t1)]Mt = GM1([t;]M1) = [t1]M! est donc
aussi pair.

Soit t = @(t1,t2), par hypothese d’induction [t1]M! et [t2]™M! sont pairs et puisque la somme de deux
entiers pairs est paire, [®(t1,o)|M1 = M1 ([t1]M My, [ta]M1 M) = [t1]M1 + [to]M1 est pair.

(3.a). Il suffit d’étendre la structure M; en une structure My comme suit :

M =0 oM N IN M2 :NxN—- NN M2 CINx IN
M2 =2 oMn)=n  &M2(ny,ny) =ni+ne M2 = {(n1,n2) | n1 +no =2}

En effet, puisque :

[©(a)M2 = oM2([a]M?) = oM2 (aM2) = ©M2(0) = 0
[@(a, DM = @Mz ([aMz, [p]Mz) = @Mz (M2 pM2) = GM2(0,2) = 0+ 2 = 2

on a :

et il vient :

[FIM2 = [p(0(a), &(a,b)M + [p(&(a, b), 0(a)M>
= Il\/[2 (p (a), @(G, b))) + IMz(p(@(av b)? Q(G))) =1+1=0+1=1

(3.b). Il suffit d’étendre la structure M; en une structure M3 comme suit :

a3 =0 M3 IN-IN oM :INxIN - IN pMs CIN x IN
Ms =2 oMs(n)=n  &Ms(n;,ne) =n1+n2 M = {(n1,n2) | n1 < no}

En effet, puisque [®(a)]M3 = [©(a)]M2 = 0 et [®(a, b)|M?* = [B(a,b)]M2 =2 on a:

([©(a)M3, [®(a, b)]M) = (0,2) € p™? et donc Ing, (p(O(a), ©(a,b))) = 1
([B(a, b)M2, [0(a)]M) = (2,0) & p™* et done Ing, (p(B(a,b), ©(a))) = 0

et il vient :

[FIMs = [p(0(a), &(a, b)IM + [p(&(a, b), ©(a))]M

Int, (p(©(a), ®(a,b))) + In, (p(B(a,b),®(a))) =14+0=0+0=0




