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Examen partiel du 06/11/2018
Durée 1h30

Téléphones, calculettes et ordinateurs interdits.

Le seul document autorisé est le formulaire des équivalences sur les expressions booléennes et
des regles de la Déduction Naturelle. Inscrire votre nom et votre numéro de groupe de TD sur
votre copie. La note (entre 0 et 60) est le minimum entre 60 et la somme des points obtenus
(entre 0 et 68).

Exercice 1 ((1,54+1,5+1)4(142,54+140,5)=9 points)

1. A partir de ’ensemble de symboles de variable X = {z,y, z} on définit la formule F; € IF(X, F,P)
suivante : p(a, g(h(z),b)) AV (IzVzp(z, f(b,y, 2)) V Iy q(z, h(y), 2))
(a) Déterminer ’ensemble Free(F}) des variables qui ont au moins une occurrence libre dans Fj.

(b) Le symbole de variable x admet 3 occurrences dans la formule Fi, numérotées de 1 & 3 comme
suit :

pla, g(h(z_),0)) AVx(32vzp(z_, f(by,2)) V Iya(z_, h(y), 2))

1 2 3

Pour chacune de ces occurrences, déterminer si elle correspond a une occurrence libre de x,
a une occurrence quantifiée universellement (Vz) de z ou bien & une occurrence quantifiée
existentiellement (3z) de x.

(c) Déterminer une cloture universelle de la formule F7.
2. On considere les symboles s, so, S3, sS4, S5 et sg appartenant a X U F U P a partir desquels on
définit la formule Fy € TF(X, F,P) suivante : Vs (s2(s3(s1,54(s5))) = se(s4(s1),55)).
(a) Quelles sont les formules atomiques apparaissant dans Fy ?

(b) Déterminer a quel ensemble chacun des symboles s1, s2, S3, s4 et s¢ appartient (c-a-d déterminer
s’il s’agit d’un symbole de variable de X, d’'un symbole de fonction de F ou d’un symbole de
prédicat de P).

(c) Que peut-on dire du symbole s5 7 A quels ensembles peut-il appartenir ?

(d) Quels sont les termes apparaissant en argument des symboles de prédicat de Fy ?

Exercice 2 (104+12=22 points)
Avec les regles de la déduction naturelle prouver les deux formules ci-dessous (on pourra utiliser les régles
dérivées du formulaire).

(AAB) = —(-~AV-B) A= ((mAV B) = B)
Exercice 3 (1+(34+(3+1)+(14+1)+(1+14+14+14+141)4+(1,54+1,5))=19 points)
1. Soient Fy et F5 deux formules de IFo(F,P). Donner la définition mathématique de Fy H F.

2. Soit F' la formule (mAV B) = A.

(a) Etant donnée une structure M, calculer I’expression booléenne [F]™ en fonction de Ing(A) et
Inm(B) (sans effectuer de simplification).



M

(b) En utilisant un raisonnement équationnel, simplifier ’expression booléenne [F]™ (indiquer a

chaque étape le nom de I’équivalence utilisée). En déduire que F'H A.
(c) La formule F' est-elle satisfiable 7 est-elle valide 7 (justifier)

(d) Indiquer sans justification si les formules suivantes sont valides :
Fi=F=A Fh=-F=-A F3=FVA F,=FV-A Fs=FANA F6:—|(F/\—|A)

(e) Soit F’ une formule.
i. A-t-on FA—-A | F'? (justifier)
ii. Quelle propriété doit vérifier F’ pour que F' = FA—-A?

Exercice 4 (142+4+(444)4+(2+5)=18 points)
Soit F = Fy U F; un ensemble de symboles de fonction ou F; = {®} et Fp contient une infinité de
symboles de constante numérotés par des entiers :

Fo = {ko, k1, k2, -} = | {ki}

i>0
1. Particulariser la définition de I’ensemble de termes 7o(F) pour 'ensemble F = Fy U Fj.

2. Donner une définition inductive du nombre nbg(t) d’occurrences du symbole ® dans un terme

t € To(F).

3. Soit p un symbole de prédicat d’arité 2 (P = Py = {p}) et F' € IFo(F,P) la formule :
—p(k1, k2) V p(©(k2), ©(k1))

(a) Définir une structure M telle que [F]M! = 1. (justifier)
(b) Définir une structure My telle que [F]M2 = 0. (justifier)

4. On définit une structure M3 dont le domaine est ’ensemble IN x IN des couples d’entiers naturels

comme suit :
kM3 = (i,0) OMs . IN x IN — IN x IN
pour tout k; € Fy ®M3((n1,n2)) = (n1,n1 + n2)

(a) Calculer [0(O(®(ks)))]Ms.

(b) Montrer par induction que pour tout terme t € To(F), il existe un entier i € IN tel que
[1Ma — (i, x nbi(£)).
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» CORRIGE DE L'EXERCICE 1.
(1.a). Les occurrences de variable libre sont encadrées sur 'arbre de syntaxe abstraite de la formule F;
(les autres occurrences sont liées) :

/ \Vm

pla; g(h((z]), b)) |

Hx/v\ay

| |
vlz q(z, h(y),[2])

ple. f(b.[5)2))

On a donc Free(Fy) = {x,y, z}.

(1.b). L’occurrence 1 de x est libre, 'occurrence 2 de x est liée et est quantifiée existentiellement (Jx),
et I'occurrence 3 de z est liée et est quantifiée universellement (V).

(L.c). Cloture universelle de Fy : VaVyVz Fy
(2.a). Les formules atomiques apparaissant dans Fy sont sa(s3(s1,54(s5))) et s¢(s4(s1), S5)-

(2.b). Le symbole s; est le premier symbole qui apparait a droite du quantificateur V, c’est donc un
symbole de variable de X. Les symboles sy et sg sont les symboles de prédicat de P des deux formules
atomiques de Fy (so € Py et s¢ € P2). Le symbole s3 admet pour arguments s; et s4(s5) pour former
le terme s3(s1,54(s5)) : c’est donc un symbole de fonction de F ; de méme le symbole s4 admet pour
argument le symbole s; pour former le terme s4(s5) qui est un argument de la fonction sz, c’est donc
aussi un symbole de fonction de F (s3 € Fa et s4 € Fy).

(2.c). Le symbole s5 ne peut pas étre un symbole de prédicat puisqu’il apparait en argument du symbole
de fonction s4. C’est un symbole sans argument qui peut donc étre soit un symbole de variable de X (il
s’agit alors d’une occurrence libre de ce symbole de variable), soit un symbole de constante de Fp.

(2.d). Les termes apparaissant en argument des symboles de prédicat de Fy sont s3(s1,54(85)), s4(s1)
et s5.



» CORRICE DE L’EXERCICE 2.

(1)

montrons (A A B) = —(—AV -B)

(2)

supposons hi : A A B, montrons —(—A V —B)

3)

supposons ha

: = AV —B, montrons false

(4)
(4)

montrons AV - B
c’est I’hypothese ha
CQFD (Ax)

(5)

supposons hs : 7A, montrons false
(6) montrons —A
c’est 'hypothese hg

(6) CQFD (Ax)
(7) montrons A
(7) cQFD (DY avec hi)

CQFD (E-)

supposons h4 : 7B, montrons false

montrons B

c’est 'hypothese ha
) CQFD (Ax)

) montrons B

) cQFD (DY avec h)

{1

montrons A = ((-nAV B) = B)

(2)

(2)

supposons hi : A, montrons (—AV B) = B

3)

3)

supposons ha

: = AV B, montrons B

{4)
(4)

montrons =AYV B
c’est 'hypothese ho
CQFD (Ax)

()

o)

supposons hs : 7A, montrons B

(6) montrons false

(7
(7)

montrons —A
c’est 'hypothese hs
CQFD (Ax)
(8) montrons A

c’est ’hypothese hq
(8) cQFD (Ax)
(6) caqrp (E-)

CQFD (LE)

(6)
(6)

supposons h4 : B, montrons B
c’est ’hypothese ha
CQFD (Ax))

CQFD (Ev)

CQFD

(=)

(1)

CcQFD (1)

» CORRICGE DE L’EXERCICE 3.

(1). Fy B F; si et seulement si pour toute structure M, [F}|M
(FIM = AV B 4 [AM = RA £ (B[ + (4]

(2.a).

=Im(A) + Inm(B) + Im(A)
(2.b). Posons z = In(A) et y = Ing(B).

E4.4

8

[FM=T+y+=

E1.2

Yy+r = zy+r = zy+a.l

E2.6




Pour toute structure M, on a [F]M = Ip(A) = [A]M et donc F H A.
My

(2.c). La formule F' est satisfiable car si M; est une structure telle que Ing, (4) = 1 on a [F]™M! =
In, (A) = 1, mais elle n’est pas valide car si 'on considere la structure My telle que Ing,(A) = 0 on a
[F]M2 = Iy, (A) = 0.

(2.d). La formule Fy est valide puisque [[3|M = [F]M + [AM = [A] + [A]M = 1. De méme, la formule
F, est valide puisque [Fp]M = [F]M 4 [A]M = [ ™M+ [ M= [AM + [A ]M = 1. La formule F3 n’est
pas valide puisque [F3]™M = [F]M + [4 }M = [AIM 4 [AIM = [A]M et si I'on considere la structure M telle

que In(A) = 0 on a [F5]M = Ip(A) = 0. La formule Fy est valide puisque [Fy/M = [F]M + [A]M =
[A]M +W = 1. La formule F; n’est pas valide puisque [F5|M = [F]M.[AM = [AM.[AM = [AM et
si 'on considere la structure M telle que IM(A) =0on a [F5]M =Ipm(A) = 0. La formule Fg est valide
puisque [F/M = [FM.[AM = [AM.[AM =0 =

(2.e). La formule F' A = A est équivalente a —|F6 ou Fy est la formule de la question précédente (car
——(F A —A) est équivalente & F' A —A), qui est une formule valide. F' A = A est donc insatisfiable, c-a-d
qu’il n’existe aucune structure M telle que [F' A ~AJM = 1. On a donc bien FA-A |= F’. Aussi, puisque

F N —A est insatisfiable, pour que F' | F A—A il faut que F” soit également insatisfiable (ou de maniere
équivalente que F' H F A —A).

» CORRIGE DE L'EXERCICE 4.

(1). Définition inductive de To(F) :
Si k; € Fo, alors k; € To(F).

Sit e To(F), alors ©(t) € To(F).

(2). Définition inductive du nombre nbg (t) d’occurrences du symbole ® dans ¢ € To(F) :

nbe () = 0 sit=k; € Fy
OV T T4nbe(t) sit=o)
(3.a). On définit la structure M; dont le domaine est ’ensemble des entiers relatifs [M;| = Z et telle
que :
M — oM 7 5 7 pMi CZxZ

2

pour tout k; € Fy  OMi(n) = -—n  p™M = {(n1,n2) | n1 < na}

Puisque d’une part kM = 1 et kM = 2 et donc Ing, (p(k1, ko)) = 1 car (kiwl,ll\c/i_,Ml) = (1,2) € pM1 et
d’autre part, [©(k)|Mt = oMi(E)") = oMi(1) = —1 et [O(k)|M! = OM1(k"1) = OM1(2) = —2 et
donc Ing, (p(©(k2), ®(k1))) = 1 car ([O(ko)]M1, [©(k1)M1) = (=2, 1) € pM1, il vient :

[FIMY = [p(kr, k2)[M + [p(©(k2), ©(k1))M = Ing, (p(k1, k2)) + Ing, (p(O(R2), O(k1)) =T+ 1 =1

(3.b). On définit la structure My dont le domaine est I'ensemble des entiers relatifs [Msy| = Z et telle
que :
kM2 = oM2:7 7  pM2CZxZ

pour tout k; € Fy oM2(p)y=2n  pM2 = {(n1,n2) | M < no}

( (klakQ)) =1 car (KM2,kM2) = (1,2) € pM2, et
b [O(kg)]M2 = oM (kévb) = ®M2(2) = 4 et donc
(4,2) §§pM2, il vient :

Puisque d’une part kl =1et k%g = 2 et donc I,
d’autre part, [©(k1)|M2 = oM2(k"?) = oM2(1) = 2
Ing, (p(©(k2), ©(k1))) = 0 car ([© (kQ)]M"’ [O(k1)]M2) =

[FIM2 = [p(k1, k2)]M2 + [p(©(2), ©(k1))IM2 = Tn, (p(k1, k2)) + Im, (p(©(K2), ©(k1))) =T+ 0 =0

(4.2). [OOOF:)M: - = OMs(@Ms (M (k2"13))) = oMs (@M (0M3((5,0))))
= oMs(@Ms3((5,5))) = @M3((5,10)) = (5,15)

(4.b). Raisonnement par induction sur ¢.



(B). Si t = k; € Fo, alors [ki]M2 = kM3 = (i,0) = (i,i x 0) = (i,i x nbe (k).

(I). Sit =), alors :

(o) M
OMs ([[M3)
OM((i, i x nbo(t')))
(i, 4 i X nbg(t"))
(,3 x (1 +nbg(t)))
(i,7 X nbe (O(t')))

par hypothese d’induction
par définition

par définition



