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Examen partiel — 15 Novembre 2019
Durée 1h30
Téléphones, calculettes et ordinateurs interdits. Le seul document autorisé est le formulaire
des équivalences sur les expressions booléennes et des regles de la Déduction Naturelle. Inscrire
votre nom et votre numéro de groupe de TD sur votre copie et sur le QCM a rendre.

Exercice 1 (7 points) ’ QCM a rendre avec votre copie ‘

Nom : Prénom : Numéro de groupe :

Pour chaque question, cocher toutes les réponses correctes. Un quart de point est attribué pour chaque

réponse correcte et pour chaque réponse fausse un quart de point est retiré.

A partir des symboles s1, S2, S3, S4, S5, S¢ et sy on définit la formule F; = s1 A s2(s3, s4(s5, s6(s7))) de

F(X,F,P).

1. s1 peut étre un élément de I’ensemble :

ox 0r 0OF 0OF 0OF 0OP OP 0OP, OP; OFX,FP)

2. so peut étre un élément de I’ensemble :

Ox 0Ok 4 F 4 F O Fs U Po 0P 0Py 0 Ps OF(X,F,P)

3. s3 peut étre un élément de I’ensemble :

ox 0OF OFR OFR OF OP OP OP, OP; OFXFP)

4. s4 peut étre un élément de I’ensemble :

Oox 0O0Fr 0OF OF OF OP OP OP OP; OFXJFP)

5. s5 peut étre un élément de ’ensemble :

0xX 0 Fo U Fi U F U Fs3 U Po U Py U Po U Ps O F(X,F,P)

6. sg peut étre un élément de ’ensemble :

Oox 0OFf 0OF OF OF OP 0OP OP OP; OFKXJFP)

7. s7 peut étre un élément de ’ensemble :

ox 0Or 0OF 0OF 0OF 0OP OpP OP, 0OP; OFXFP)

8. cocher les termes qui apparaissent dans la formule F7 :
Il S1 O] 82(83,84(85,86(87))> ] S3 O 84(85,86(87)) J S5 [l 86(87) O S7

9. cocher les formules atomiques qui apparaissent dans la formule Fj :
O S1 O 82(83,84(85786(87))) O S3 O 84(85,86(87)) O S5 O 86(87) O S7

10. Vs (s1 A s2(ss, s4(ss5,s6(s7)))) peut étre une formule de IF(X, F,P) lorsque :
Os=s s =s9 O s =s3 s=s4 s =ss5 O s = sg Os=s7

On considére a présent la formule Fo =Vz (((Jyp(z,y)) Aq(f(y))) = Vyp(z,y))).
11. cocher les variables appartenant a Free(F») : O x Oy Oz

12. cocher les formules ayant qui correspondent & une cloture universelle de F5 :

Ovzvyvz ((Byp(z,y) Aa(f(y) = (Vyp(z,y)) OVzVevy (yp(zy)) Aa(f(y) = Vyp(z,y
OVz ((Qyp(z,9) Ay a(f(y)) = (VaVyp(z,y))) OVyVevz (CQyp(zy) Aa(f(y) = (Vypz,y
13. cocher les formules ayant la méme signification (i.e. logiquement équivalente) que Fb
Ovz ((Qyp(z,y) Aalf(y) = (Vep(z,x)  OVw (Fyp(w,y) Aa(f(y)) = (pr(w,w)))
Ovz (Bep(z,2) Aq(f() = (Vyp(z,y)))  OVe (Bzp(z,2)) Aa(f(y) = (Vzp(z, 2)))



Exercice 2 (84+12=20 points)
Avec les regles de la déduction naturelle prouver les deux formules ci-dessous (on pourra utiliser les regles
dérivées du formulaire).

(nA=-B)= ((-B=-A)= (B=A)) (-B=-A)= (B= A)) = (-A= -B)
Exercice 3 (14245+2=10 points)

1. Soient Fy et F5 deux formules de IFo(F,P). Donner la définition mathématique de Fy H F.
2. Soit F' la formule (-B = —A) = (B = A).

M

(a) Etant donnée une structure M, calculer 'expression booléenne [F]™ en fonction de Ing(A) et

In(B) (sans effectuer de simplification).

(b) En utilisant un raisonnement équationnel, simplifier I’expression booléenne [F|M (indiquer &
chaque étape le nom de I’équivalence utilisée). En déduire que F' 5 —A = —B.

(c) La formule F est-elle satisfiable 7 est-elle valide ? (justifier)

Exercice 4 (142+4(145)4+(3+3)=15 points)
Soit F = Fp U F1 U F un ensemble de symboles de fonctions avec Fo = {ki1, ka}, F1 = {f} et Fo = {g}.

1. Particulariser la définition de ’ensemble de termes To(F) pour ’ensemble F = {k1, ko, f,g}.

2. Donner une définition inductive du nombre nb(t) d’occurrences du symbole de fonction f dans un
terme t € To(F).

3. On définit une structure M; dont le domaine est ’ensemble IN des entiers naturels comme suit :
PMi=3 M. NN ¢M:INxN-N

k=1 fM@n)=n g™ (n1,n2) =n1 xny

(a) Caleuler [g(f(k1), g(ka, k)M

(b) Montrer par induction que pour tout terme t € To(F), il existe un entier n € IN tel que
(M =3,

4. Soit p un symbole de prédicat d’arité 2 et F' la formule p(f(k1), k1) V p(g(k1, f(k1)), k2).

(a) Définir une structure My telle que [F]M2 = 1. (justifier)
(b) Définir une structure M3 telle que [F]Ms = 0. (justifier)
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Corrigé de I'’examen partiel du 15/11/2019

» CORRICE DE L’EXERCICE 1.

Les arbres de syntaxe abstraite des formules F} et F; sont (les occurrences de variable libre sont encadrées
sur I'arbre représentant Fb, les autres occurrences sont liées) :

/\\ Vz

51 52(53, 54(85, 56(57)))

1. s1 peut étre un élément de I’ensemble :
00X O Fo 0 FA O F O Fs X Py 0P O P 4 Ps X F(X,F,P)

2. s9 peut étre un élément de ’ensemble :
OxX 0 Fo O F O F O Fs O Po O Py X P O P O F(X,F,P)

3. s3 peut étre un élément de I’ensemble :
X X X Fo O F 0 Fo O F3 O Po 0Py 0 Py 0 Ps O F(X,F,P)

4. s4 peut étre un élément de I’ensemble :

0ox 0Fr 0OFR KFR 0OF 0OP OP 0OP, OP; OFX,FP)

5. 85 peut étre un élément de I’ensemble :
X X X Fo O F 0 F 0 Fs O Po 0P O P O Ps O F(X,F,P)

6. sg peut étre un élément de I’ensemble :
Ox O Fo X Fi 0 F O Fs O Po 0Py 0 Py 0 Ps O F(X,F,P)

7. s7 peut étre un élément de ’ensemble :
X X X Fo 0 F 0 Fo 0 Fs 0 Po 0P U Py 4 P OF(X,F,P)

8. cocher les termes qui apparaissent dans la formule F7 :
Il S1 ] 82(83,84(85,86(87))> X S3 X 84(35,86(87)) X S5 X 86(87) X S7

9. cocher les formules atomiques qui apparaissent dans la formule Fj :
X S1 X 82(83,84(85756(87))) O S3 O 84(85786(87)) O S5 O 86(87) O S7

10. Vs (s1 A s2(s3, s4(s5,S6(s7)))) peut étre une formule de IF(X, F,P) lorsque :
s=s s =s9 X s =s3 s =sy4 N s =ss5 s =sg X s=s7

11. cocher les variables appartenant a Free(Fy) : X x X y Oz

12. cocher les formules qui correspondent a une cloéture universelle de F5 :
X VzVyVz ((Jyp(z,9) Aa(f(y) = (Vyp(z,y))) OVzVeVy ((yp(z,y) Aa(f(y)) = (Yyp(z,y)))
OVz (Qyp(z,9) AVya(f(y) = (Ve Vyp(z,y))) WVyVeVz (((Byp(z,y) Aa(f(y) = (Yyp(z,y)))



13. cocher les formules ayant la méme signification (i.e. logiquement équivalente) que F :

X Vw ((By p(w, y)) A
X Vo ((zap(xr,x2)) A

(Vo p(z,z)))
(Yyp(z,y)))

OVz (Byp(x,v) Na(f(y)) =
X Vz ((Fzp(z, 7)) Ag(f(y)) =

» CORRICE DE L’EXERCICE 2.

q(f(y))) = (Vwp(z,w)))
a(f(y))) = (Vazp(e, x3)))

montrons (nA = -B) = ((-B = -A) = (B = A))

(1)

(2) supposons hy : mA = =B, hy : =B = —A, hs
(3) supposons h4 : 7 A, montrons false
(4)
4)

montrons B

CQFD (D avec hi, ha)
(5) montrons B

(5) cQFD (Ax avec hg)
(3) cQrp (E-)

(2) CQFD (Abs)

: B, montrons A

(1) carp (I2)

montrons ((-B = —A) = (B = A)) = (A= -B)

(1)

(2) supposons hy : (-B = —A) =

(B = A),hs : 2A, montrons =B

(3) supposons hs : B, montrons false

(4) montrons A

(5) montrons B = A

(6) montrons (-B = —A) =
(6) cQFD (Ax avec h1)

(B=A)

(7)  montrons -B = -A

(8)
(8) CQFD (Ax avec hs)

supposons h4 : 7B, montrons —A

(7) cqFD (Is)

y CQFD (E=)

(5

(6) montrons B

(6) CQFD (Ax avec h3)
cQFD (E=)

(4)
(5) montrons - A

(5) CQFD (Ax avec ha)
CQFD (E-)

3)

F
(2) cqFp (I-)

(1) caFp (I%)

» CORRIGE DE L'EXERCICE 3.

(1) Fy = F, si et seulement si pour toute structure M, [F}]™M = [F,]M
(2) F= (-B = -A) = (B = A)
(a)
[FIM =B = =AM + [B = AM = [FBM + [2APM + ([BM + [4]4)
= [BM + A + (Ta(B) + Tna(4) ) = Tu(B) + Tu(A) + (Ta(B) + Ta(4))
(b) En posant z = Ing(A) et y = Inm(B), on a :
FM =547+ @+2) = yT5+@+a) = @D+ F+2) = F-0)+G+2)
T Ero+@2) 2 (@+0+9) (@+2)+2) 2 (@ +9)+7) - (F+2) +2)
P2t @) @ @) 2 @) @) 2 @y (2 +7)
P20 4y = In(A) + T (B)
On a donc bien F'H —A = —B puisque :
Ini(A) + In(B) = In(A) + In(B) = [FAM + [-BM = [-4 = ~BM

4



(c) F est satisfiable puisque pour toute structure My telle que Ing, (A) = 1on a [F]M = 14Ty, (B) =1
mais F' n’est pas valide puisque pour une structure My telle que Ing,(A) = 0 et In,(B) = 1 on a
[FIM2 = Ipg, (A) + In, (B) =0+1=0+0=0.

» CORRIGE DE L’EXERCICE 4.

(1) Définition inductive de To(F) :

ki € To(F), k2 € To(F).

Site To(F), alors f(t) € To(F).

Si t1,t2 € To(F), alors g(t1,t2) € To(F).

(2) Définition inductive du nombre nby(t) d’occurrences du symbole f dans un terme ¢t € To(F) :

0 sit=kiout=ko
nbs(t) =< 14 mnby(t) sit=f(t)
nby(t1) +nbg(te) sit=g(ti,t2)

(3.a)
[g(f (K1), g(ka, k)M = gM(M(EMY), oM (Y eM1)) = gMi(fM1(3), gM1(1, 3))
= ng (37 3) =9

(3.b) Raisonnement par induction sur t.
(B) Si t = ky, alors [k1]Mt =3 = 3.
Si t = ko, alors [ke]™M =1 = 30.

(I) Sit = f(t'), alors : Sit=g(t1,ta), alors :
tr, t2) M

t/ Ml [g( 1,02

A = (P )
_ 1 ni no 9 .
— pMi(gn) par hyp. d’induction = gvi(3™m,3m2) par h}’/p. .d‘ induction
P = 3™ x 3™ par définition

= 3" par définition _ gnitn

(4.a) On définit la structure My dont le domaine est ’ensemble des entiers relatifs [Ma| = Z et telle que :

B2=0  M(n)=-n ¢™(ni,ne)=ni+ny  pM2 ={(n1,n2) | ny = no}

PMe—1 Mz 7 M7 XZ ST M2 C7

On a [FIM2 = Ing, (p(f (K1), k1)) + Ing, (p(g (K1, f (K1), k2)) = 04+1 =1 car :
(8) [ (k)IM2 = fM2 (k%) = fM2(1) = —1et k™2 = 1, et Ing, (p(f (K1), k1)) = 0 puisque (—1,1) ¢ pM>.

(1) [g(k, f(k1) M2 = gM2(k2, fM2(kM2)) = gM2(1, fM2(1)) = gM2(1,—1) = 0 et k) = 0 et donc
IM2 (p(g(kla f(kl))ka)) =1 pUiSque (070) € ng'

(4.b) On définit la structure M3 dont le domaine est ’ensemble des entiers relatifs |[M3| = Z et telle que :
PMs—1  Ms.z 7 M3z T pMs C 7
BB =2 Mi(n)=-n ¢™M(ni,ne)=ni+ny p™ ={(n1,n2) | n1 = no}

On a [FIMs = Ing, (p(f (K1), k1)) + Inas (p(g(K1, £ (k1)) k2)) = 0+0 =0 car :

(@) [f (k) Ms = fM (kY1) = fM3(1) = —1 et k™ =1, et Ing, (p(f(k1), k1)) = 0 puisque (=1,1) ¢ pM>.

(i1) [g(k1, F(R))ME = gMs(kp™, fM3 (k1)) = gMs(1, fM3(1)) = gM3(1,—1) = 0 et k3™ = 2 et donc
IM3 (p(g(klv f(kl))v kZ)) = 0 puisque (07 2) §7_f ng.



