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Examen partiel du 30/03/2021
Durée 1h30

Téléphones, calculettes et ordinateurs interdits.

Les seuls documents autorisés sont les formulaires des équivalences sur les expressions booléennes
et des regles de la Déduction Naturelle.

Inscrire votre nom et votre numéro de groupe (ou jour) de TD sur votre copie.

Exercice 1 ((0,54+0,5+0,54+0,5)+(0,5+14+141)=5,5 points)

1. On consideére les ensembles X = {x,y}, F = Fo = {f} et P = P; = {p}. Pour chacune des
affirmations suivantes, déterminer s’il existe une formule F' € IF(X, F,P) qui vérifie I'affirmation :
donner la formule F si elle existe, sinon expliquer brievement pourquoi cette formule n’existe pas.

a) une cloture universelle de F' est la formule Jz p(x
b

) (
) (
() (
) (

(d) une cloture universelle de F' est la formule Va p(f

une cloture universelle de F' est la formule Va p(x

une cloture universelle de F' est la formule dx p

2. On considere les symboles s1, s2, s3, s4 et s5 appartenant a X U JF UP a partir desquels on définit
la formule F' € IF(X, F,P) suivante : F' = (3s1 s2(s3(85,84,51))) V (Vs4 s2(s3(81, 84, 55)))
(a) Quelles sont les formules atomiques apparaissant dans F' 7

(b) Déterminer a quels ensembles chacun des symboles s1, s2, s3, S4 et $5 peut appartenir (c-a-d
déterminer s’il peut s’agir d'un symbole de variable de X, d’un symbole de constante de Fy,
d’un symbole de fonction de F ou d’un symbole de prédicat de P).

(¢) Sil’on suppose que s5 est un symbole de variable, déterminer Free(F') et déterminer une cloture
universelle de F'.

(d) Calculer F[s4 := s1] (vous pouvez introduire des nouveaux symboles de variable si besoin).

Exercice 2 (848=16 points)
Avec les regles de la déduction naturelle prouver les deux formules ci-dessous (on pourra utiliser les regles
dérivées du formulaire).

(AN=B) = —~(-AV B) —(-B=-4)= (AN-B)
Exercice 3 (0,54 (14+24142)=6,5 points)

1. Soit Fy et F» deux formules de IFy(F,P). Donner la définition mathématique de Fy H F.

2. A partir d'une formule atomique A, on définit les formules F; = (mA = (AV —A)) = A et
Fy=((AN-A) = -A4) = A

(a) Etant donnée une structure M, calculer les expressions booléennes [F;]™ et [F2]™ en fonction
de Inp(A) (sans effectuer de simplification).

b) En utilisant un raisonnement équationnel, montrer que F; 5 F»> (indiquer a chaque étape le
nom de 1’équivalence utilisée).

(c) La formule F} est-elle satisfiable 7 valide 7 (justifier)



(d) A-t-on :
(1) AV Fy =false 7 (ii) Fy =true 7 (iti) ~AAF) =false 7 (iv) AE-AVEF?
(justifier)

Exercice 4 (0,54(14+3)+(343)=10,5 points)
Soit F = Fp U F; un ensemble de symboles de fonction ou Fy = {a,b,c} et F; = {f}.

1. Particulariser la définition de I’ensemble de termes 7o(F) pour 'ensemble F = Fy U Fj.

2. Soit la structure M de domaine |[M| = {0, 1,2} définie par :

aAM=0 fM:{0,1,2} — {0,1,2}
M=1 fMn)=(n+1)mod3
M =2

ou pour tout entier m € IN, m mod 3 désigne le reste de la division entiére de m par 3. On rappelle
qu’étant donnés deux entiers quelconques ¢ et g2, ((¢1 mod 3)4¢2) mod 3 = (¢1 +¢2) mod 3. Pour

tout terme ¢, on note fO(t) =t et fHL(t) = f(f™(t)).

(a) Calculer [f3(b)|M.
(b) Montrer (par récurrence sur m € IN) que pour tout symbole de constante k € Fo, [f™ (k)]
(m + kM) mod 3.

3. On considére maintenant un unique symbole de prédicat p d’arité 1 (P = P; = {p}) et on définit

les formules suivantes :

Fo = (p(a) A=p(f(a))) = —p(f(a)) | Ga = p(a) A =p(f(a))
Fy = (p(b) A =p(f (b)) = —p(f(a)) | Gy = p(b) A =p(f(D))
Fe = (p(e) A=p(f () = —p(f(a)) | Ge=p(c) A—p(f(c))
(a) Montrer que la formule (G, A (Gy A G.)) = —p(f(a)) est valide.
(b) Montrer que la formule F, A (F, A F.) n’est pas valide.
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» CORRIGE DE L’EXERCICE 1.

l.a. La formule 3z p(z) est la cloture universelle de F' = 3z p(x).

1.b. La formule Vz p(z) est la cloture universelle de F' = Va p(z) et de F' = p(x).

l.c. La formule 3z p(f(z,y)) contient une occurrence de variable libre (y) et ne peut donc pas étre la
cloture universelle d’une formule.

1.d. La formule Yz p(f(x,y)) contient une occurrence de variable libre (y) et ne peut donc pas étre la
cloture universelle d’une formule.

2. Arbre de syntaxe abstraite de F :
V

T

dsq Vsy
| |

52(53(85, 54, 51)) s2(s3(s1, 54, 55))

2.a. Formules atomiques de F : s2(s3(ss5,S4,51)) et sa(s3(s1, S4, S5))

2.b. Le symbole s est le premier symbole qui apparait a droite du quantificateur 3, ¢’est donc un symbole
de variable de X. Le symbole s4 est le premier symbole qui apparait a droite du quantificateur V, c’est
donc un symbole de variable de X. Le symbole sy est un symbole de prédicat de P;. Le symbole s3
admet 3 arguments : s5, s4 et s; pour former le terme s3(ss, s4,51) et s1, s4 et s5 pour former le terme
s3(81, 84, 85). Le symbole s3 est donc un symbole de fonction de F3. Enfin le symbole s5 est argument d’un
symbole de fonction (s3), c’est un symbole sans argument qui peut donc étre soit un symbole de variable
de X (il s’agit alors d’une occurrence libre de ce symbole de variable), soit un symbole de constante
de .F().

2.c. Si l'on suppose que s; est un symbole de variable, alors Free(F') = {s1, s4, S5} et Vs1 VsyVs5 F est
une cloture universelle de F'.

2.d. Pour calculer F'[s4 := s1], on renomme 'occurrence liée de s; dans F' par un nouveau symbole de
variable, sg par exemple, et on effectue la substitution sur 'occurrence libre de s4 dans F' :

F[S4 = 81] = (386 82(83(85, S1, 86))) V (VS4 82(83(81, S4, 85)))

» CORRICE DE L’EXERCICE 2.

(1) montrons (AA-B) = —(-AV B)

(2) supposons hi : A A —-B,montrons =(—AV B)
(3) supposons ha : 7A V B, montrons false
(4) supposons hs : 7 A, montrons false
(5) montrons —A

(5) CQFD (Ax avec hg)
(6) montrons A

(6) cqrp (DY avec h1)
(4) carp (B.)

(5) supposons h4 : B, montrons false

(6) montrons =B

(6) ©QFD (DY avec hi)
(7) montrons B

(7) CQFD (Ax avec hy)
(5) carp ()

(3) cQFD (Dv avec hs)

(2) cqrp (I-)

(1) cQFD (I=)




(1) montrons =(—-B = —A) = (AA-B)

(2) supposons h; : =(—B = —A), montrons A A ~B
(3) supposons hs : 7(A A —~B), montrons false
(4) montrons -(—B = —A)
(4) ©QFD (Ax avec hq)

(5) montrons =B = —A
(6) supposons hg : =B, montrons - A

(7) supposons hy : A, montrons false
(8) montrons =(A A —-B)
(8) CQFD (Ax avec hg)
(9) montrons AA-B
(10) montrons A
(10) cQFD (Ax avec hy4)
(11) montrons —B

(11) cQFD (Ax avec h3)
(9) cqQFD (IA)

(5) cqQFD (I=)
(3) CQFD (E-)

(2) CQFD (Abs)

(1) cqFp (I-)

» CORRIGE DE L’EXERCICE 3.
1. Fy B F» si et seulement si pour toute structure M, [F}|M = [Fp]M.
2.a.

[FM =[~A= (AV-A)M+ [AM = [AM + A
+

Il
-

m(A) + (Tna(A4) + T (4)) + T (4)

[BM =[(AA=4) = =AM 4+ [AM = [A A -AM + [-AM + [4M
= [AM - [AM + [APM + [AM = [APM - [APM + [AJM + [APM
=Im(A) - Im(A) + In(A) + Inn(A)

2.b. En posant x = Ing(A4), on a :

et donc puisque [F}]M = [F5]M =z = Iq(A), on a bien F} H .

2.c. Fy est satisfiable puisque si Ing(A4) = 1 alors [F1]™ = 1 mais n’est pas valide puisque si Ing(A4) = 0
alors [[4M = 0.

2.d. (Z) AV Fy [7& false : si IM(A) =1 alors [A V Fl]M = IM(A) + [Fl]M = IM(A) +IM(A) = IM(A) =1
mais [false]M = 0.

(i) Fy |= true : [true]M = 1 dans toute structure M et donc en particulier dans toute structure telle que
[FM =1

(iii) A A Fy |= false : pour toute structure M on a [-A A F1]M = I (A) - [Fi]M = Im(A) - I (A) =0
et donc {M | [-AAFiM =1} =0 C {M | [false]™ = 1}




(iv) A = =AV F; : pour toute structure M on a [~AV | [M = Ip(A) + [FiM = Ing(A) + Ing(A) = 1

et donc en particulier, pour toute structure M telle que [A]M =1, on a [-A V F}]

» CORRIGE DE L’EXERCICE 4.

1. Définition inductive de To(F)

a € To(F), be To(F), ceTo(F)

Sit € To(F), alors f(t) € To(F).

2a. [POIM = MUMUMEM)) = MMM = MUMR) = M0) =

2.b. Raisonnement par récurrence sur m.

Sim =0, alors [fO(k)]M = [k]M = kM = k™M mod 3 = (0 + &™) mod 3. Sinon (m > 0), par hypothese
de récurrence on a [f™ (k)M = (m + kM) mod 3 et on obtient :

LRI = ML (R)M) (par définition)
= M ((m+ kM) mod 3) (par hypothese de récurrence)
((m+ k™M) mod 3) + 1 mod 3 (par définition de fM)
((m+1)+ kM) mod 3 (car ((¢1 mod 3) + ¢2) mod 3 = (g1 + ¢2) mod 3)

3.a. Pour toute structure M, on a :

[(Ga A(GbAG)):> —p(f (a))]M

- G ] ([ ]M ™) + [p(f ()M = [a]M-([Gb]M-[GC]M)Hp(f(a))]M
- (i)™ a>> ™) ([GyM - [GJM) +

B [p(a)] [(())]MH M GC]M)+ amM

P ([p<a>JM P(F(@) ) A [GC]M> P

T (@Ol + U @)M) + G (G + ()™

E3.L,E3.4 " " G,

= ((fa)™M [<<>>]M m]M Go™ - [GJ™

T (@M (G EM)) 2N

3.b. Avec la structure M définie dans la question 2 dans laquelle I'interprétation du prédicat p est définie
par pM = {1}, on a :

[FIM = [(p(0) A =p(f(0)) = —p(f (@)™ = [p@)IM - [p(fO)IM + [p(f ()M =1-0+T =0

car M =1 ¢ pM, [f(H)M = fMM) =2 ¢ pM et [f(a)M = fM(a™M) = 1 € pM. Dans cette structure
on obtient donc :

[Fa/\(Fb/\FC>]M:[Fa]M'([Fb}M'[FC]M):[Fa]M'(O'[FC]M) = [Fa]M'O =0

et la formule F, A (F, A F..) n’est donc pas valide.



